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第五章  大数定律和中心极限定理

大数定律

中心极限定理
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：设 是一列随机变量，

     则在一定的条件下

     随机变量序列 收

内

敛到

容1

2 nY 
问 ：（1）一定的条件是什么？

  （ ）随机变量序列 收敛到

题

的定义？

——大数定律
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1 2X X

1 100...X X ： 服问题 从的分布？

——中心极限定理
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： 个独立同分布内 随机变量 的分布

例如：

容2

则
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

  

随机变量序列 若存在某常数 ，

使得 均有：

则称 依概率收敛于常数 ，

     记为： , 当 时

c cc 

 5.1 大数定律 

(一)依概率收敛
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性质： , , ( , )P P
n nX a Y b g a b 若 在 连续，

( , ( , ).P
n ng X Y g a b则 ）

, ,
, / / ( 0).

P
n n

P P
n n n n

n X Y a b
X Y ab X Y a b b

   

  

  
 

如:当 时

若

, , ( ) ,
( ) ( ),

P
n

P
n

X a f x a
f X f a n



 

   
 

特别地 若 在点 连续 则

当 时.
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例 ：设

则当 时,  

: 0, 证明 对任意

(| 0 | )nP X   ( ) ( )n nP X P X     

0 01 ( ) ( )
1/ 1/n n
   

  

2[1 ( )]n  0 + .n  , 当 时
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设随机变量 的 阶矩存在

则对于任意 都有： 成

定理 马尔

立

定理的 为：

可夫不等式 ：

等价形式

(二)马尔可夫不等式和切比雪夫不等式 
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当 时；

证 对于任意 ，令
当 时.

明：

| |,Z Y  则

 ( )= ,k kE Z P Y 

| | ,k kZ Y  

( ) (| | ).k kE Z E Y 

,Z  而据 的定义 知
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  

  
2

2

( )
( )0, .

( )   1 .

 X Var X
Var XP X E X

Var XP X E X

 





   

   

的方差 存在，则

 对于任意 都有：

等 为：价

比雪夫不等式：设切

( )E X  ( )E X ( )E X 

( )f x

( ), 2.Y X E X k  

在定理5.1.1中

令

证明：

2( )E Y则
2( ( ))E X E X 

( ).Var X
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21.2 ( ) , ( ) ,
(| | 3 )

E X Var X
P X

 
 

 

  

例 设

      则 
2

2

81 .
(3 ) 9



 

2~ ( , )
8(| | 3 ) 0.9974 .
9

X N

P X

 

    

当 时，
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11.3 , ,
1( ) 0, ( ) ,

n

n n n

X X

E X Var X X
n

 

例 设 是随机变量序列,

则 0.P

2

: : 0,
( )(| 0 | ) n

n
Var XP X






 

  

证明 利用切比雪夫不等式

0  2

1 0.
n

 

lim (| 0 | ) 0.nn
P X 


   



例1.4 在n重贝努里试验中，若已知每次试验

事件A出现的概率为0.75，

试利用切比雪夫不等式计算,

(1)若n=7500,估计A出现的频率在0.74至0.76

之间的概率至少有多大；

(2)估计n,使A出现的频率在0.74至0.76之

间的概率不小于0.90。



n A X设在 重贝努里试验中，事件 出现的解 次数为： ，

 ,0.75X B n则 ,   0.75 ,E X np n 

  ,n
Xf A n又 

  18750.74 0.76 1XP n n   (2)  18750.n 

  1875(1) 7500, 0.74 0.76 1 0.757500
Xn P n     

 0.74 0.76XP n 

  0.1875 ,Var X npq n 

 0.75 0.01P X n n  

 2
0.18751
0.01

n
n

  18751 n 

0.90

 0.74 0.76P n X n  



 (三)几个大数定律 
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



 设 为一个随机变量序列，

若存在常数序列 ，使

定义

服从

得

当 ，

即  

(弱)大则称

：

有

数定律.
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, 1, 2,...
1 , .

n
n

i
i

c c n
PY c nn 

 

 
特别地，当 时，可写为
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

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       设 相互独立，具有

      相同的数学期望 和相同的方差 ，

      则当 时, .

 定理（切比雪夫大数定律）：

1 1

1 1: ( ) ( ) ,
n n

i i
i i

E X E X
n n


 

  证明
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P X Var X
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 

     

利用切比雪夫不等式

2
1 1

1 1( ) ( )
n n

i i
i i

Var X Var X
n n 

 
2

2
1

1 ( ) ,
n

i
i
Var X

n n




 

0 
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
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

     设 独立同分布， ，

     则当

定理（辛钦大数定

  

律）

 

：

 



1
11.5 , , , , { 0} 1

1{ } { }
2

{ , 1}

n i

i i

i

X X P X
i

P X i P X i
i

X i

  

    



 例 设 相互独立， ，

。

试判断 是否服从大数定律？

( ) 0,iE X 解：

2 2 21 1( ) ( ) 0 ( ) ( ) 1,
2 2i iVar X E X i i
i i

      

1

1 n

i
i

PX
n 

  0
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1 1
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1 1 1

1.6 , , , ~ ( 1, 1).
1 1 11 2 3

n
n n n

k k k
k k k

X X X U

X X X
n n n  



  

 例 ：设 独立同分布， 则

（） ，（ ） ，（）

依概率收敛于什么？

1( ) 0E X 解: 
1

1 n

k
k
X

n 

  P 0

1

1 1
( )E X x dx


 

1 1

2 2

12 2
1 1

( )E X x dx


 
1 1

2 3

1

1 ,
n

k
k
X

n 

  P 1

2

2

1

1 .
n

k
k
X

n 

  P 1

3
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1 1

1 2

, , , ~ (0, 1),n

n
n

X X X U

X X X

 



例1.7 设 独立同分布，

则 依概率收敛吗？

如果依概率收敛，收敛于什么？

1 , lnn
n n n nY X X Z Y 解：令

1.nZ P
nY e e 由依概率收敛的性质，

1
1 (ln ln ),n nZ X X
n

  则

1

1 0
(ln ) lnE X xdx 

11
0 0

ln 1,x x dx    
1.P

nZ 由辛钦大数定律的推论，



,

A

A P

n n A
A p

n p nn  

   设 为 重贝努里试验中事件 发生的次数，并记

   事件 在每次试验中发生的概率为 ，则有

         

定理（贝努里大数定律）：

   当 时. 

1
,

1,        
                  1, 2, , ,

0,        
~ (1, ), .

n

A i
i

i

i

n X

i A
X i n

i A
X B p






 






证明思路：易见 其中

第 次试验中 发生；

第 次试验中 不发生；

且相互独立

(或直接用切比雪夫不等式证明).



大数定律的重要意义：
  

     贝努里大数定律建立了在大量重复独立试

验中事件出现频率的稳定性，正因为这种稳

定性，概率的概念才有客观意义.

    贝努里大数定律还提供了通过试验来确定

事件概率的方法，既然频率nA/n与概率p有
较大偏差的可能性很小，因此可以通过做试

验确定某事件发生的频率并把它作为相应的

概率估计，这是一种参数估计法，该方法的

重要理论基础之一就是大数定律.
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1
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i
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n X N n n 



近似

因此当 充分大时 ～

1

1 n

i
i
X

n 


近似

～

2

( , )N
n


   

2

1 2
2

1 2

, , , ,
, ,

1lim ( ) ( ).
2

n

i i

n

i txi
n

X X X
E X Var X x

X n
P x e dt x

n

 



 


 

 


   




 设 独立同分布，

则

定理5.2.1(独立同分布的中心极限

对任意实数 ，

定理)：

5.2 中心极限定理
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   
2

2

( , ) ~ ( , (1 ))

0 1 ,

1lim ( ).
(1 ) 2

A

txA
n

n n A
P A p p x

n np

B n p N np np p n

P x e dt x
np p 





  

 
    



  


近似

推论(棣莫弗—拉普拉斯中心极限

设 为 重贝努里试验中 发生的次数，

则

定理

对任何实数 ，有：

)

即， ，当 充

:

分大时.

1,       
1, 2, , .

0       i

i A
X i n

i A


 



第次试验 发生,

证明：令
， 第次试验 不发生,

1 2
1

, ,... ~ (1, ). , .
n

n A i
i

X X X B p n X


独立同 由定理可得



例2.1 某宴会上提供一瓶6升(l)的大瓶法国红

酒,假定与会者每次所倒红酒的重量服从同一

分布,期望值为100毫升(ml),标准差为32毫升.

若每次所倒红酒都是相互独立的,试问:倒了55

次后该瓶红酒仍有剩余的概率约为多少?



2( ) 100, ( ) 32 , 1, ,55.i iE X Var X i   

 

55

1
55 100

~ 0,1
32 55

i
i
X

N
  近似

，

55

1
{ 6000}i
i

P X



6000 55 100

32 55
    
 

 2.11 0.9826.  

55

1
55 100

6000 55 100{ }
32 55 32 55

i
i
X

P 
 

  


解：设Xi为第i次所倒的红酒量(单位:ml),则

Xi独立同分布，

根据独立同分布的中心极限定理知，

所以，所求概率为



例2.2 某校1500名学生选修“概率论与数理统

计”课程,共有10名教师主讲此课,假定每位学

生可以随意地选择一位教师(即,选择任意一位

教师的可能性均为1/10),而且学生之间的选择

是相互独立的.问:每位教师的上课教室应该设

有多少座位才能保证该班因没有座位而使学生

离开的概率小于5%.



11500 10 ~ (0,1).
911500 10 10

Y
N

 

 

近似

 

~ (1500,1/10).Y B

解：由于每位学生可以随意地选择一位老师，

因此我们只需要考虑教师甲的上课教室座位

数即可.令Y表示选择教师甲的学生人数，则

根据棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理知，



95% { }P Y a 
11500

10( )
1 91500

10 10

a  
 

 

150(1.645) 95%, 1.645,
135

a 
  

169.11.a 

设教室座位数为a,则由题意

查表得             故需

故每位老师的上课教室应该至少设170个座位才

能保证因座位不够使学生离开的概率小于5%.

解得



1 2 50

1
50 50 50

2

1 1 1

2.3 , , , ,
~ ( 1,1).
1 1 11 2 3 .
50 50 50k k k

k k k

X X X
X U

X X X
  



  

例 设随机变量 相互独立同分布，

分别求下列随机变量的近似分布.

（） ，（ ） ，（）



50 50 50
2

1 1 1

1 1 1
50 50 50k k k

k k k
X X X

  
  

由独立同分解： 布的中心极限定理，

， ， 均近似服从正态分布。

1( ) 0,E X 因为，

1( ) ,E X 
1

2

2
1( ) ,E X 

1

3

1
4( ) ,

12
Var X  

1

3

50

1

1 ~ (0, ),
50 k

k
X N



 
近似 1

150

2 2
1 1 1( ) ( ) [ ( )] ,Var X E X E X  

1

12
50

1

1 ~ ( , )
50 k

k
X N



 
近似 1 1

，
2 600

2 4 2 2
1 1 1( ) ( ) [ ( )] ,Var X E X E X    

1 1 4

5 9 45
50

2

1

1 ~ ( , ).
50 k

k
X N



 
近似 1 2

3 1125



 例2.4：某保险公司的老年人寿保险有1万

人参加，每人每年交200元,若老人在该年内

死亡，公司付给受益人1万元。设老年人死

亡率为0.017，试求保险公司在一年内这项

保险亏本的概率。



 200P X 

X解：设 为一年中投保老人的死亡数，

(0,1)
(1 )

X np N
np p




由德莫佛--拉普拉斯中心极限定理，知

（近似）～ ，故保险公司亏本的概率为：

 10000 10000 200P X  

 
2001

1
np

np p

   
  

 1 2.321 0.01  

10思考题：求保险公司至少盈利 万元的概率。

答案：0.939

 , , 10000, 0.017X B n p n p  则
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例2.5 在n重贝努里试验中，若已知每次试验

事件A出现的概率为0.75，试利用中心极限定

理计算,

(1)若n=7500,估计A出现的频率在0.74至0.76

之间的概率近似值；

(2)估计n,使A出现的频率在0.74至0.76之间

的概率不小于0.90。
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 ,0.75X B n ,

   0.75 , 0.1875 ,E X n Var X n 

 0.74 0.76XP n 

0.76 0.75 0.74 0.75( ) ( )
0.1875 0.1875
n n n n

n n
    32 ( ) 175

n  

3(2) 2 ( ) 1 0.9,75
n  由 3( ) 0.95,75

n 

3 1.645, 5074.75
n n 

 (1) 7500, 0.74 0.76 2 (2) 1 0.9544Xn P n      

18750.n 切比雪夫不等式估计

解：设事件A出现的次数为X,则


