
第38讲 总体与样本



数理统计学是一门以数据为基础的科学, 

可以定义为收集数据, 分析数据和由数据

得出结论的一组概念、原则和方法的学科.
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例如：生产厂家声称他们生产的灯泡平均寿命不低于

6000小时，如何验证厂家说法的真伪？由于灯泡寿命试

验是破坏性试验，不可能把整批灯泡逐一检测，只能抽

取一部分灯泡作为样本进行检验，以样本的信息来推断

总体的信息，这是数理统计研究问题的基础。
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• 总体：研究对象的全体；

• 个体：总体中的成员；

• 总体的容量：总体中包含的个体数；

• 有限总体：容量有限的总体；

• 无限总体：容量无限的总体，通常将容量非

常大的总体也按无限总体处理。 4
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例：1）了解某校大学生“没有吃早饭习

惯”的比例.

总体是该校大学生全体.这是一个有限总

体，每个大学生有许多指标，我们关心的

是每个学生是否有吃早饭习惯这一指标.



• 2）了解某城市的空气质量情况，调查该城

市的PM2.5值。这是一个无限总体，描述空

气质量有许多指标，而我们仅关心PM2.5值.
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• 3）研究某种药物在人体中的吸收情况。这

是一个有限总体，但数量非常巨大，我们常

把它看出无限总体.
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为了采用数理统计方法进行分析，首先要收
集数据，数据收集方法一般有两种.

（1）通过调查、记录收集数据。如为了调查
大学生是否有吃早饭习惯，可以进行问卷调
查；要了解PM2.5值，需要在城市设立若干
PM2.5监测站点，定时收集数据.
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（2）通过实验收集数据。如为了了解药物吸
收情况，要征集若干志愿者，把他们分成若
干组，观察他们服药后不同时间点药物含量
数据.

关于调查数据和实验数据的收集可以根
据数据本身的特点有多种不同的方法和设计
，有专门的课程讲授，这里不作详细介绍.



• 实际中人们往往只关注总体的某个指标.

• 总体的某个指标X, 对于不同的个体来说有不同的

取值, 这些取值可以构成一个分布, 因此X可以看

成一个随机变量. 

• 有时候就把X称为总体. 假设X的分布函数为F(x),

也称F(x)为总体.

9



10

1( ) (1 ) , 0,1.x xP X x p p x−= = − =即

1

0

  

  

:研究某品牌牛奶的质量合格

情况，任取一包牛奶

例1

,以 表示

合格,以 表示不合格,则总体

~ (1, ),X B p p是合格率.



• 数理统计主要任务是从总体中抽取一部分

个体, 根据这部分个体的数据对总体分布

给出推断. 

• 被抽取的部分个体叫做总体的一个 样本.
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简单随机样本：满足以下两个条件的随机样本

(X1,X2,…,Xn)称为容量是n的简单随机样本。

1 代表性: 每个Xi与X同分布；

2 独立性: X1,X2,…,Xn是相互独立的随机变量。

[说明]：后面提到的样本均指简单随机样本。
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[注意]：(1)一个容量为n的样本

是指n个独立与总体分布相同的随机变量.

(2)一旦对样本进行观察，得到实际数值

称为样本观察值（或样本值).

(3)两次观察，样本值可能是不同的.
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• 如何取得的样本才称是简单随机样本? 

对于有限总体, 采用放回抽样就能得到简单随机

样本. 

但当总体容量很大的时候,放回抽样有时候很不

方便, 因此在实际中当总体容量比较大时,通常将不

放回抽样所得到的样本近似当作简单随机样本来处理. 

对于无限总体, 一般采取不放回抽样. 
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（88，88）（88，75）（88，70）（88，63）

（75，88）（75，75）（75，70）（75，63）

（70，88）（70，75）（70，70）（70，63）

（63，88）（63，75）（63，70）（63，63）

88,75,70,63.

       

 

有四个同学参加了《概率论与数理统计》

课程考试,成绩分别为 现从中

抽取容量为2的样本,列出全部的

例2:

样本值.

答:共有 个样本值,16 见下表.
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,

20% 70% 10%
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3  4 5

X X

为考察某校概率统计的成绩 分制 从该校有

放回地取两名学生,他们的成绩分别用 表示.

设该校 的同学成绩为 分， 为 分，

例 :

为

3

分.

3 4 5

0.2 0.7 0.1

X

X

p

则总体 的分布律为：
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1 2

1 1 2 2 1 2

2

( ) ( ) ( ).

9X ,X

P X x ,X x P X x P X x= = = = =

是容量为 的简单样本,共有 个样本值,且

具体联合分布律见下表.

所有可能的样本观察值（共9个）所有可能的样本观察值（共9个）

1X
2X

0.010.070.025

0.070.490.144

0.02

543

0.140.043

第二个观察值第一个

观察值

0.010.070.025

0.070.490.144

0.02

543

0.140.043

第二个观察值第一个

观察值
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第39讲 统计量与常用统计量



样本观察值往往是一堆杂乱无章的数据,不经

过一定的整理,加工,就很难从样本中提取有用

的信息来研究总体的分布及各种特征.

常用的整理加工数据的方法是构造各种统计量.
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1 2 20, ,...,

1: 20

, . 

 

?

 

X X X

在全校参加概率统计的学生中有放回地取

名学生他们的成绩分别用 表示 那么你

觉得全校的平均分该怎么估计呢

例

65, 68, 56, 98, 93, 78, 89, 86, 93, 68,

87, 45, 79, 93, 67, 88, 76, 90, 66, 88

           

      

   

     

 20 :

?

若观察到这 名学生的成绩如下

你觉得全校的平均分大概是多少呢
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1 2 20...

20

.

    20

  

    

.

 
X X X

X

X

+ + +
=

通常我们会用这 名同学的平均分来估计全校

的平均分 也就是令

，

则用 来估计全校的平均分

( ... 20 78.6565   68 56  88)x = + + + +  = ，

    , 20 , X特别地对于这 个具体值而言 的观察值为：

78.65 .因此全校的平均分估计值为 分



统计量：样本的不含任何未知参数的函数。
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.X上例中 就是一个统计量

1 2 ,

1 2

, ,...,

, ,..., ).

    

(

n

n

x x x

g x x x

一旦有了样本观察值 就可以算出

统计量的具体值

1 2 1 2

1 2

, ,..., ) , ,..., )

, ,..., )

    ( , (

, ( .

n n

n

X X X g X X X

g X X X

设 为样本 若

不含任何未知参数 则称 为统计量



常用统计量：
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常用统计量：
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样本矩 阶矩：

阶中心矩：
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1, , , , ( )

          

nX X X E X

X





=

=

设 为总体 是样本 存在例2： ，

则 ，对吗？

( )

   

X

E X

X

= 可能已知,可能未知；

,依赖于样本值

对于不同的样本值,

是一个

的

数,

取值

不

可

是随

能

量

对

机变

不一样.
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例3 接上一讲例2，总体为88，75，70，63，
总体均值为74，计算全部16个样本值的样本均值.

样本
编号

样本 样本
均值

样本
编号

样本 样本
均值

样本
编号

样本 样本
均值

1 (88,88) 88 7 (75,70) 72.5 13 (63,88) 75.5

2 (88,75) 81.5 8 (75,63) 69 14 (63,75) 69

3 (88,70) 79 9 (70,88) 79 15 (63,70) 66.5

4 (88,63) 75.5 10 (70,75) 72.5 16 (63,63) 63

5 (75,88) 81.5 11 (70,70) 70 16个样本均值的平
均为746 (75,75) 75 12 (70,63) 66.5
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用样本均值估计总体均值，可能估计过高，
也可能估计过低.

所有样本均值的平均值恰好是总体均值.
（无偏）



54.545
4.543.54

4

5 43

3.533

所有可能的样本观察值（共9个）

1X 2X
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即观察到的样本均值可能是3，3.5，4，4.5，5.

1 2,, , X X X

：接上一讲例3,全校学生中任取两个学生考察

成绩对应

例

于 的具体观察值 的

4

取值见下表：

3 0.2 4 0.7 5 0.1 3.9.X  =  +  +  =而总体 的均值



当总体数字特征未知时
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( )X E X =•用样本均值 估计总体均值
2 2( )2S E X = −•用样本方差 估计总体方差

( )k

k kA E X• =用样本原点矩 估计总体原点矩

( )k

k kB E X • = −用样本中心矩 估计总体中心矩
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2

2,2 S B•总体方差 的估计可以用 也可以用

2 2 2

2
1 1

1 1( ) ,
1

( )     
n n

i i
i in n

S X X B X X
= =

= − = −•
−  

2 2 2

2

2

2

2

( ) , ( )02

  

E S E B

S B

 



• = 当 时，

所以 是 的

，

无偏估计，而 是有偏估计



第40讲 2 分布



• 在数理统计中, 除了正态分布外，最

重要的三个分布分别为:  
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( )

( )

( )
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1

2 2
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2 2 2

, , 0,1 , 

           1

1

n
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n

i

X X N

X

nn



  

=

=





设随机变量 相互独立,都服从

     则称 

     分布

自由度

服从自由度为 的 ，记为

     指 式右端包含的独立变量

定义:

的个数.
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1 0,
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0, 0.

.
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n

y

n

x

n

y
e y

f y n

y

x e dx





−
−

+
− −

  
  

=   




 = 

分布的概率密度为：

       

其中



x

( )f x

0

10n =

1n =

4n =

2 分布的概率密度函数
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( )2 n02 分布的分位数 x
( )f x 
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( ) ( )

( )

2 2

1 1

2

1 2 2

2 2

1

2

1 2

2.

, , ,

:

.

  

Y n Y

Y Y n n

n Y Y





 

+



 +

  设 且 相互独立，则  

    

分布的可加性

2

1
1

1

2, , ( ), ( .)
m m

i i
i i

m i i YY Y Y nn 
= =

   设 相互独立， 则 

( ) ( ) ( )2 2 2 21 ,. 2, .n E n D n  = =设 则

性质：
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( )

( ) ( )

( )

2

2

2 2

2

2

,0 1, ( )

,

P n

n

n n







  



 

 

 

  =

分布的上

给定 称满足条件 的点

为

的值可

数

查

分位

分布表.

面积为
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( )
( )

2 2

1 2

2 2

2
1

, , ,

, , ,

1 ( )

  

 

n

n

i
i

X N

X X X X

X

   

 
 =



= −

：设总体 已知.

     是取自总体 的样本.

     求统

例1

计量 的分布.
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( )1 2, , , 0,1 1,2, ,  n iY Y Y Y N i n =则 相互独立,且

1,2, ,   i
i

X
Y i n





−
= =解：作变换  

( )2 2 2

1 1

( ) .
n n

i
i

i i

X
Y n


 

= =

−
= =  2于是 



















第41讲 t分布与F分布
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t −分布
2(0,1), ( )

/

)

,

( .

X N Y n X

XT
Y

T t

Y

n t

n

n



=



 设 且 和 相互独立.

    则称随机变量

        

    服从自由度为 的 分布.记为  

定义:
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( )
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1

21 2
2

2

, 1 ,

 

 

nn

n

t n

tf t n t
nn

+−+
= + −   +



分布的概率密度为：

 



52( )t n 分布概率密度函数
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( )
( )

( ) ( ) ( )

, 0 1, , 
t n

f t n dt

t n t n t n t



 

  





  =

分位数

给定 称满足条件 的点

为 分布的上 . 可查 分布表.

面积为

1 ( ) ( )t n t n − = −
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1 2 2 1
1~ ( , ), ~ ( , ).  F F n n F n n
F

若 则性质:

( ) ( )

( )

( )

2 2

1 2

1 2

1 2

1

2

1 2

, , ,

,
/

/

~ ,

 

         

 

X n
F

Y

X n Y n X Y

n
n

F F n

F

n n

n

n

  

=

 

设 且 独立,则称随机

变量 服从自由度为 的 分布，

记为   

其中 称

定义:

为第一自由度, 称

，

为第二自由度.
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( )

( ) ( )
( ) ( )
( )

1 21 2 1
2 2 2

1 2

1 2

1
2

1 2 2 1

2 21 2

1 11

0

,

1 0,
,; ,

0, 0.

, 1

,    
 

                                                             

n n n n n

n n

b

F n n

n n x n n x x
Bf x n n

x

a b
B a b x x dx

a b



+
−−

−−


+ 

= 
 

 
= − =

 +

分布的概率密度为：

  其中, .
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( )5,10F 分布概率密度函数
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F n n

f x n n dx

F n n F n n

F n n F







 





  =给定 称满足条件

的点 为 分布的上 分位数.

可查 分布表得到.

面积为

2 1
1 1 2

1( , )
( , )

F n n
F n n

−

=
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, , (0,1), : X Y Z N相互独立,均服从例 则

2 (3);2 2 2

2 2

2

2 2

(1) ~

(2) ~
( ) / 2

2(3) ~

X Y Z

X

Y Z

X
Y Z

+ +

+

+
(1,2).F

(2);t

(1, ).F n
2~ ( ), ~t t n t若 则



第42讲 单个正态总体的抽样分布
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• 统计量的分布称为抽样分布. 

2

2
2

2

1 2

2 2

1 1

2

2

~ ( , ), , , ,

~ ( , )

( 1)

1 1, ( )
1

(1

~ )2 ( 1

)   

( ) 

n

n n

i i
i i

X N X X X

X X S

X

X X

N
n

n n

X S
n S

n





 



= =

= = −
−

−
−

  

 

：设总体 是样本，

样本均值 样本方差 .

定理

则 ；

且 与 相

一

互独立.
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（2）证略.

1 1

1 1( ) ( ) ( ) ,
n n

i i
i i

E X E X E X
n n


= =

= = = (1)证明:

1 2

1 2

, ,...

, ,...

n

n

X X X

X X X X

独立且都服从正态分布，

而且 是 的线性组合

2

2
1 1

1 1( ) ( ) ( ) ,
n n

i i
i i

D X D X D X
n nn



= =

= = = 

2

~ ( , ).X X N
n

 服从正态分布，即
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1 2

2

1

2

2

1

2

~ ( , ), , , ,

( )

(1)
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(2)

n
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i
i

X N X X X

X X

X

 







=

=

−

−





设总体 是样本，

服从什么分布？

服从

例1：

什么分布？

2 2( 1)(1) (2) ( )n n −答： ， .



71

2

1 2

2 2

1 1

~ ( , ), ,

~ ( 1

, ,

1 1, ( ) .
1

.)

n

n n

i i
i i

X
t n

S n

X N X X X

X X S X X
n n



 

= =

= =

−
−

−
− 

设总体 是样本，
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定

方差

则

理二:

~ (0,1(1) .

,

)   

,

X
N

n

S 







−
由定理一 知，

当 未知时可用 来近似 此时有
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~ ( 1)

n S
n



−
−

2

2

~ ( 1).
( 1)

( 1)

X

nX
t n

S n n S

n







−

−
 = −

−

−



William Gosset(1876-1937)

• 1908年提出t-分布
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( )

( )

2

1

2

2

2 2

,

, ,

,

(1) ( );

(2) , (

n

X

X X X

X S

E S

X N D S

 

 

    

    

：设总体 的均值 方差 存在.

是取自总体 的样本，

为样本均值和样本方差.

 求

若 ,求

例2

）.
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2 2 2

1 1

(1) ( ) ( 2 )
n n

i i i
i i

X X X XX X
= =

  − = − +  解 ：

2 2

1 1

2
n n

i i
i i

X X X nX
= =

 = − + 

2 2

1

2
n

i
i

X XnX nX
=

= − +

2 2

1

n

i
i

X nX
=

= −
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2 2

1

1[ ( )]
1

n

i
i

E X nX
n =

= −
− 

2 2

1

1( ) [ ( ) ]
1

n

i
i

E S E X X
n =

= −
− 

2
2 2 2 2

1

1 [ ( ) ( )]
1

n

i

n
n n

   
=

= + − + =
− 

2 2

1

1 [ ( ) ( )]
1

n

i
i

E X nE X
n =

= −
− 

无偏!
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2

2

( 1)
2( 1)

n S
D n



 −
 = − 

 
4

2 2( ) .
1

D S
n
 =
−

( )
2

2

2

( 1)
(2) , , ( 1),2

~
n S

X N n  


−
 −因为总体 所以

2( )n D S随样本量 增大， 减小.



第43讲 两个正态总体的抽样分布
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( ) ( )

( ) ( )
1 21 1

2 2

1 1 2 2

2 2

1 2

, , , ,

, , ,

, ; , .  

n nX X Y Y

N N

X Y S S

   

本讲中,设样本 和 分别来自

总体 和 并且它们相互独立.

样本均值分别为 样本方差分别为

则可以得到下面三个抽样分布.
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2
21 1

12

1

( 1)
~ ( 1)2

1: 
n S

n 


−
= −证明

2 2 2 2

1 1 1 1
1 22 22 2

2 22 2

~ ( 1,(1) 1).F
S S

F n n
SS

 


− −= =

22 2

1 11 1
1 22 2 2

2 2 2 2

/ ( 1)
~ ( 1, 1)

/ ( 1)

nS
F F n n

S n



 

−
 = = − −

−

2
22 2

22

2

( 1)
~ ( 1)2

2

n S
n 



−
= − 2 2

1 2 S ,S  独立，
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( ) ( )
2 2

1 2
1 2

1 2

[ ] ~ (0,1).X Y N
n n

 
  − − − +

2 2

1 2
1 2

1 2

~ ( , ),X Y N
n n

 
  − − +

2 2

1 2
1 2

1 2

~ ( , ), ~ ( , ),X N Y N
n n

 
 证明：

( ) ( )1 2

2 2

1 2

1 2

~ (( 02 1) , )
X Y

N

n n

 

 

− − −

+
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( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2

2 2

2 1 1 2

1 2

1 2

1 2

2 2

1 2

1

1

2

~

1
,

2
1

1 23

w

w

w w

X Y
t n n

n S n S
S S S

n n

S
n n

  

 − −

= =

− + −
= =

+ −

−
+ −

+

（ ）当 时，

其中
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( ) ( )1 2

1 2

(2) ~ (0,1)
1 1

X Y
N

n n

 



− − −

+

由

2 2
21 1 2 2

1 22

( 1) ( 1)
~ ( 2),

n S n S
n n



− + −
 + −

2 2
2 21 1 2 2

1 22 2

( 1) ( 1)
~ ( 1), ~ ( 1)

n S n S
n n 

 

− −
− −

2 2 2

1 2 ,  = =证明：当 时



思考:
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2 2

2 2 2

1 2

2
, wS

S S

 



若 未知 为什么用 来估计 ，

而不用 或 来估计 呢？

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

2 2
1 2 1 1 2 2

2

1 2

1 2

1 2

1 1

( 1) ( 1)

( 2)1 1

~ ( 2)

w

X Y
t

S
n n

X Y n S n S

n n
n n

t n n

 

 



− − −

+

− − − − + −
=

+ −+

+ −

由 分布定义，



( ) ( )2 2

1 1 2 22

1 2

1 1
 

2w

n S n S
S

n n

− + −
=

+ −
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2 2

1( )E S =

2 2 2

1 2

2

wS S S



从直观来看, 比 或

包含更多 的信息

2 2

1 2( ), ( )D S D S比 更小.

2 2

2( )E S =
4

2

1
1

2( )
1

D S
n

=
−

4
2

2
2

2( )
1

D S
n

=
−

2 2( )wE S =

4
2

1 2

2( )
2wD S

n n
=

+ −

无偏 无偏

无偏

—第42讲例2
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( ) ( )2

1 2 5

2 2 2

2 3 4 5

, , , ,

, 0

) (2 ) ~ ( ),

, ,

X N X X X

X a b

a X X b X X X k

a b k

 





− + − −

.  

.

( 1

：设总体 是取自

    总体 的样本. 设 是都不为 的数

    若

    则 各为多少？

     

例
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2 1 2
1 2 ~ (0,2 ), ~ (0,1)

2

X X
X X N N



−
−

     

解：

     2 3 4 5
3 4 5

2
2 ~ (0,6 ), ~ (0,1)

6

X X X
X X X N N



− −
− −

          3 4 51 2

22
23 4 51 2

2 2

2 2

2

2 6

(2 )( )
~ (2)

2 6

1 1, , 2.
2 6

X X XX X

X X XX X

a b k

 


 

 

− −−

− −−
+

 = = =

与 相互独

      

立，

故

    



( ) ( )

( )

2

1 4

1 9

2 2

1 2

1

4
2 2

2
1

, , ,

, ,

, ,

~ ( ), ,

(2) ( ) 4i
i

X N X X

Y Y X

X S Y S

X Ya t k a k
S

X S

 


=



−

−

：设总体 ，

与 是取自总体 的两个独立样本，

和 分别为样本均值和样本方差；

求(1)若 则 各为多少？

服从什

      

么分布？

例
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2 2

(1) ~ ( , ), ~ ( , ),
4 9

X N Y N X Y  ： 且 与 相互独立，

     

解

     2 613~ (0, ), ~ (0,1
36 13

X Y
X Y N N



 −
 −

( )
）

          
2

21
12

3
(3),

S
X Y S


−2

~又 且 与

      

相互独立，

    
2

1
2

1

3 6 136 ~ (3)
13313

S X YX Y t
S 

 − − =

          
6 13 , 3.

13
a k =  =       



24 4
2 2 22

22 2
1 1

81 ( ) ( ) 4 ~ (4,8)
4 8

i i
i i

F

S
X X S F 

 = =

− = −  .

由 分布定义知，

  

24
2 2 22

2 2
1

81(2) ( ) ~ (4), ~ (8),i
i

S
X   

 =

−    


