
第44讲 矩估计



参数：反映总体某方面特征的量

2

比如：合格率,均值,方差,中位数…

参数估计的方法：点估计和
区间估计

例如：天气预报

明天的最高温度：12℃.

明天的最高温度：12℃ －13℃.

——点估计

——区间估计
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1, nX X X X设总体 有未知参数 , , 是 的简单随机样本.

1
ˆ ˆ(

ˆ

nX X 

  

=：构造合适的统计量 , , )

    用来估计未知参数 ，称 为参数 的点

点估计问题

估计量.

1 1
ˆ(n nx x x x 当给定样本观察值 , , 时， , , )为

的点估计值。

•常用的点估计方法：

    矩估计法、极大似然估计法.
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例1：某大学新生有4千人参
加第一学期末的《微积分》
考试.现随机选出100名学生,
计算得他们的平均成绩为
72.3分,标准差为15.8分.
试估计全部学生的平均成绩.

记总体的均值为μ，则μ的估计值为72.3.
μ——总体一阶矩，72.3——样本一阶矩

——矩估计
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（一）矩估计法

以样本矩估计总体矩,以样本矩的函数

         估计总体矩

统计思想:

的函数.

辛钦大数定律和依概率收敛理论根据: 的性质.

( ) 1,..., .j

j E X j k = =假设 存在,

1

1 1
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ˆ( , , ) (
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n
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 
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= =则  
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1 1, ,k nk X X

k

 设总体有 个未知参数 ,..., , 是来自

总体的样本，假设总体的前 阶矩存在.矩估计步骤：

1 1

1

( , , ) ( , , )

( ) ( , , ), 1, , .

k k

i

i i k

k k

E X h i k

   

  = = =

(1)建立 与 的联系：

求总体前 阶矩关于 个参数的函数,
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1( , , ), 1, ,i i kg i k

k

  = =

(2)求各参数关于 阶矩的反函数

1

1

1, ,

ˆ ( , , ) 1, , .

k k

i i kg A A i k

A A



 

= =

(3)以样本各阶矩 , , 代替总体各阶矩 ，

得

，

各参数的矩估计
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采用的矩不同，得出的参数估计也不同。

, i

i

i B

i 

 

 

在实际应用时 也可用样本 阶中心矩

估计总体 阶中心矩



例1续，求例1中总体标准差 的矩估计值.
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2 2

2 2

ˆ 72.3,

99ˆ 15.8 15.7.
100

x

A X B





= =


 
= − = =  =

1

2

2 1

,

.

 

  

=


= −2 2 2

2

( )

( )

E X

E X

 

  

=

= = +

1=解：
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1(1, ),: 2 nX B p X X

p

设总体 , , 是样本.

    求 的矩

例

估计量.

,1: EX p = =解

1p  =

p̂ X =

样本比例来估即用 计总体比例.
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: , ?n应用 一个很大的罐子里装满了糖 如何估计糖的数目

1

k

m k

解:从罐子里取 颗糖,做上记号,再放回罐子中,然后

   有放回取 颗.设取到做记号的糖数为 .则

k
n

带记号的糖的总体比例为 ， 1 .
k

m
样本比例为

1

1

ˆ
ˆ

.
kk mn k

n m k
 = =

类似方法可以估计池塘里鱼的数目,

森林里某动物的数目等.
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( )
1

1

0 1;
;

0

0 , ,

   
 

                 

 n

x x
X f x

X X




 

−  
= 





例3:设总体 的密度为:
其他.

未知, 为样本，求 的矩估计量.

0.43 0.01 0.30 0.04 0.54

0.14 0.99 0.18 0.98 0.02

                

                        

n



=若已获得 10的样本值如下，

求 的矩估计值.
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( ) ( )1(1) E X xf x dx
+

−
= = 解:

2

1

1

(2)
1





 

=  − 

( )
2

ˆ(3)
1

X
X

 =
−

矩估计量:

1

0 1
x dx 


= =

+


( )
2

ˆ 0.363(4) 0.363, 0.325.
1 0.363

x = = =
−

矩估计值



14

1

( , ), ,

, , ,

 4

n

X U a b a b

X X a b

设总体 服从均匀分布 未知例 : .

为样本,求 的矩估计量.
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( )
2 2

1 2

( ) 1(

(1

) , ,
2 12 3 2

)

b aa b b aE X 
−+ −= = = =

解: 求矩关于参数的函数

1 2 1 23(2 ,) 3a b   = − = +求参数关于矩的反函数

2

1
1

2

2

1 2

2

1

ˆˆ 3 3

(3) (

.

, )
n

i
i

A X B X

a X B b X B

X
n

a b





=

= = −

− +

以样本矩 代替总体矩

代替

= , =

，得参数 和 的矩估计量：



第45讲 极大似然估计



极（最）大似然估计的原理介绍

考察以下例子：

假设在一个罐中放着许多白球和黑球，并假定

已经知道两种球的数目之比是1:3，但不知道哪种颜

色的球多。如果用放回抽样方法从罐中取5个球，观

察结果为：黑、白、黑、黑、黑，估计取到黑球的

概率p.
17
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1 3, .
4 4

p p =解:设取到黑球的概率为 则 或

( ) ( )1 3
4 10

1 3 .
4 4 24

p = =
4

当 时,出现本次观察结果的 为概率

( ) ( )3 81
4 104 2

3 .
4 4

1p ==
4

概当 时,出现本次观察结果的 为率

3 1
4

3 81
1024 1024 4

3ˆ .
4

p p

p

= =由于 ，因此认为 比 更有可能，

于是 取为 更合理
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 
1

1 1 1

~ ( ; ), , , ,

, , , ,

n

n n n

X p x X X

x x X x X x

  

= =

设离散型总体 未知. 为样本,

其观察值为 ，则事件 发生的

概率为
1

( ) ( ; )
n

i
i

L p x 
=

= 似然函数：

1
ˆ( ( , , )) max ( ).nL x x L


 


=理：极大似然原

1

1

ˆ( , ,

, )

)

ˆ( , ) (MLE .

n

n

x x

X X

 

 





称 为 的 相应统计量

 

极

极大似然估

大似然估计

量的 计 为

值,
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( )

( )

( ) ( )

1

1 2

1 1

1

( ; ), , , ,

, , ,

( ) ; , .

;

 

n

n

n n

i i i i i i i
i i

n

i
i

X f x X X

x x x

P x X x x f x x x

L f x

  

 

 

= =

=



  +      

=

 



连续型总体 概率密度为 未知.

为样本,则样本在观察值 邻域发生的概率

与参数 无关

因此,似然函数取为

1
ˆ( ( , , )) max ( ).nL x x L


 


=理：极大似然原



1 2 3
,

2 1 3 2

20 ,
3

2 3 2 1 3

X
  





 
 

− 

  .

设总体 的概率分布律为：

其中 未知

现得到样本观测值 ，，，，，

求 的矩估计值与极大似然

例：

估计值.



( )1    解： 矩估计

( )1 2 2 3 (1 3 2)

3 5 2

E X   



= = +  +  −

     = −

2ˆ (3 )
5

X = −

1
2 (3 )
5

  = −

ˆ2.2 0.32X =  =



( )2    极大似然估计

3 21
16

( ) ( 2)(1 3 2)( 2) (1 3 2)

(2 3 )

L      

 

= − −

         = −

ln ( ) ln16 3ln 2ln(2 3 )L   = − + + −

ln ( ) 3 6 0
2 3

d L

d


  

= − =
−

ˆ 0.4 =
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( )1 21. , , , k   =：未知参数可能不是一个,设为说明 ；

( ) ( )

( )

( )

ln

l

2.

ln

, 1,2,..., ,

ˆ , 1,2,..., .

n
0

i

i

L

L

L

L

i k

i k












=

    =


=



求 的最大值时,可转换为求 的最大值，

称为对数似然函数.

通常利用

解得
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( ) ( )3.

  

i iL   若 关于某个 是单调增 减 函数,则 的

极大似然估计在其边界取得；

( )

( )

ˆ4.

ˆ .   

g

g

  



若 是 的极大似然估计,则 的极大似然

估计为
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( )
1

1

0 1,
;

0,

, ,

10

0.43 0.01 0.30 0.04 0.54

0.14 0.99 0.18 0.98 0.02

,   
  

                 

                

                        

n

x x
X f x

X X

n








−  
= 



=

设 的概率密度为
其他.

是样本,求 的极大似然估计量.

若已获得 的样本值如下,

求 的极大似然

例1：

估计值.
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( ) ( ) 2

1

1

1 1 1

;
n

n n n

i i i
i i i

L f x x x



   

−

−

= = =

 
= = =  

 
  解:

( ) ( )
1

ln ln 1 ln
2

n

i
i

nL x  
=

= + − 

( )

1

ln 1 1 ln 0
2 2

 
n

i
i

d L n x
d



   =

=  + =

1

ln 
n

i
i

n x
 =

 = −
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2

2

1

2

2

1

ˆ .

ln

ˆ 0 305.

ln

.

n

i
i

n

i
i

n

X

n

x

 

 

=

=

=
 
 
 

= =
 
 
 





的极大似然估计量为：

的极大似然估计值为：
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2

1

2 2

~ ( , ), , ,

, , .

nX N X X 

   

设总体 是样例2: 本，

均未知.求 的极大似然估计
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( )
2

2
1

( )

2 2 2( , ) 1 2: 

n
i

i

x
n

L e



   =

−
−

=解

2
2 2

2
1

( )1ln ( , ) ln ln
2 22

n
i

i

xnL n


  
 =

−
= − − 

2

2
1

1ln ( , ) ( ) 0
n

i
i

L x  
  =

 = − =
 

2 2

2 2 4
1

1ln ( , ) ( ) 0
2 2

n

i
i

nL x  
   =

 = − + − = 



2

2

ˆ X

B






=

=
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1

(0, ),

, ,

(1)

(2)

n

X U

X X

 





;

.

设总体 服从均匀分布 是

未知参数,样本 .

求 的矩估计

求 的极大

例:

 

似然估计
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(1) 矩估计:

     
( )1

0

1
2

E X xdx
 


= = =由      

12  =

     

ˆ 2X =
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(2) 极大似然估计:

     

( )
1 0

;

0

   

       
X

x
f x




  
= 

 其它

     >0关于 递减,

     

( )
1

1 0 , , ,

0,

,  

             

nn
x x

L



  

 = 
 其它.

     

( ) 1: max{ ,..., },n nx x x   =而 的范围为

     
( )  1 2

ˆ max , , , .L nn
X X X X = =所以

     



34

1( , ), , , .

( )

nX U a b a b X X

a b

E X

设 服从均匀分布 和 未知,样本

(1)求 和 的极

例3:

大似然估计.

(2)求 的极大似然估计.

5

0.34 0.59 0.16 0.96 0.84

, , ( )

               

n

a b E X

=(3)若已获得 的样本值如下，

求 的极大似然估计值.
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1 , , 1,..., .
( )( , )

0, .

in
a x b i n

b aL a b

   = −= 


解：(1)似然函数

其他

,a b关于 单调增关于 单调减.

1

1

1

, , ,

min{ , , },

max{ , , }.

n

n

n

x x

a x x

b x x





另一方面，在得到样本值 后

的取值

的取值
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1

1

min{ , , },

max{ , , }, ( , )

n

n

a x x b

x x L a b

只要使得 达到最大值 达到最小值

就能使 达到最大.所以

1 (1) 1 ( )
ˆˆ min{ , , } , max{ , , .}n n na X X X b X X X= = = =

(1) ( )

2

ˆˆ(2) ( ) .
2 2

na b a XbE X
X++ += =的极大似然估计量为

(3) , , ( )

ˆˆ 0.16, 0.96, ( ) 0.56.

a b E X

a b E X


= = =

:

            

极大似然估计值分别为



第46讲 估计量的评价准则,无偏性



从前两讲看到，对总体的未知参数可用不
同方法求得不同的估计量，如何评价好坏？

四条评价准则：

(1)无偏性准则

(2)有效性准则

(3)均方误差准则

(4)相合性准则
38
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( )

( )
1 2

ˆ ˆ

,

, , ,

ˆ

ˆ

, nX X X

E

  

 

 =

=

      

     

若定义： 参数 的估计量 满足

则称 是 无偏的一个 估计量.

( ) ( )

( )

ˆ ˆ,

ˆ ˆl

ˆ

im ,
n

E

E

E  



 

  
→



=

−若 那么 称为估计量 的

若 则称 是

偏差,

渐近无的 偏估计量.



• 无偏性：

BA

无偏 有偏



BA



40

( )ˆE  =
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( )1
ˆ , ,

ˆ

nX X





无偏性的统计意义是指在 试验下，

由 所作的估计值的 ，

从而无偏性保证了

大量重复

平均恰是

没有系统误差.
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( ) ( ) 2

2

2

2

2

2

, .

(1)

(2)

X

E X D X

X S

B

 

 





= =

设总体 的一阶和二阶矩存在，

证明:样本均值 和样本方差 分别是

和 的无偏估计；

判断: 是否为 的无偏估计?

是否为 的渐近无偏估计?

例1：
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( )2 2E S =      

X 故 是 的无偏估计.    

( )
1

1
n

i
i

E X E X
n =

 
=  

 


     1 n
n

 =  =

     

1 2(1) , , , nX X X X证:因 与 同分

 

布,故有:

    
( )

1

1
n

i
i

E X
n =

= 

     

2 2S 故 是 的无偏估计.

     

——见第42讲例2
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2

2
1(2) nB S

n
−=

     ( )2 2 2

2

2

2

1 1( ) n nE B E S
n n

B

 



− −= = 

故 不是 的无偏估计.

     
2 2

2

2

2

1lim ( ) lim
n n

nE B
n

B

 



→ →

−= =

故 是 的渐近

 

无偏估计.
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1

(0, ),

, ,

(1)

(2)

, ;

, .

n

X U

X X

 





设总体 服从均匀分布 是

未知参数,样本 .

求 的矩估计判断是否无偏

求 的极大似然估计判断是否无偏

例2:
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(1) 矩估计:

     
( )1

0

1
2

E X xdx
 


= = =由      

12  =

     

ˆ 2X =

     ( )ˆ( ) 2 2 ( ) 2 ( ) ,E E X E X E X = = = =因为

     ̂ 2X =所以 是 的无

 

偏估计.
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(2) 极大似然估计:

     

( )
1 0

;

0

   

       
X

x
f x




  
= 

 其它

     >0关于 递减,

     

( )
1

1 0 , , ,

0,

,  

             

nn
x x

L



  

 = 
 其它.

     

( ) 1: max{ ,..., },n nx x x   =而 的范围为

     
( )  1 2

ˆ max , , , .L nn
X X X X = =所以
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( )
( ) ( )

0, 0,

0 ,

1, .

n

nn

X n

x

xF x F x x

x









 = =   




,  

     

( )
( )

1

0 ,

0,

,  

            
n

n

n

X

nx x
f x




−  
= 



于是 

其它.

     

( ) ( )( )ˆ: L n
E E X =因此有

1

0

n

n

x nx dx




−=  1
n

n
 = 

+

( )
ˆ
L n

X =所以 是有偏的.



纠偏方法
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( )

( )

ˆ , , , 0,

1 ˆ

E a b a b a

b
a

  

 

= +  

−

如果 其中 是常数,且

则 是 的无偏估计.   

( )( ) ,
1n

nE X
n

=
+

在上例中,  

( ) ( ) ( )

1 ,
n nn

nX X X
n

 +=取 则 是 的无偏估计.



第47讲 有效性, 均方误差



2.有效性准则

51

( ) ( )2

2

1

1 2

1

ˆ ˆ,

ˆ

ˆ ,

ˆ

ˆD D

  

 









 



设 是 的两个 估计，

      如果 对一切 成立，

      且不等号至少对某一 成立,则称

      

定

效比 .

义：

有

无偏



方差较小的无偏估计量是一个更有效的估计量。



A

B

52

更有效
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2

1

1 2

1
1ˆ (

, ( ) , ( ) 0

, , 1 ,

,

ˆ

ˆ ˆ ˆ, ,..

...

)

)

., ( 2

,

           

          

          

k k

n

k

n

X E X D X

X X

X

k n

X
k

k

n

 

 

 





= = 

 

+



+

设总体为

是样本.对 令 

     为前 个样本的样本均值.

则 是 的无偏估计.

判断 中哪个最有

例1：

=

效?  
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2

2
1

1ˆ( ) ( ): 
k

k i
i

D D X
kk


=

= =解 , 

k随着 的增加而减少,

ˆ     n 最有效.
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 

( )

( )

1

1 2

1 2

~ 0, , , ,

1ˆ ˆ2 , .

ˆ ˆ 2

 

         

 

n

n

X U X X

nX X
n

n

 

 

 

+= =



设总体 样本.已知

的两个无偏估计为

判别 与 哪个更有效

例2：

时 ？
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( ) ( )
2 2

1
4ˆ 2

12 3
D D X

n n
  = =  =解：

( )
( )

1

0 ,

0,

,  
 

             
n

n

n

X

nx x
f x




−  
= 



 

其它.
( )( )

1
2 2

0 2
 

n

nn

nx nE X dx
n






+

 = =
+

( ) ( ) ( )
2

2 1

2

1 23 2
ˆ ˆ ˆ ˆ  

n n n
D D     = = 

+
比 更有效

( )

2

2
 

n n
=

+
( )

( )
( )( ) ( )( )

2
2

2

2 2

1ˆ
n n

n
D E X E X

n


+   = −   
于是
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3.均方误差准则

(ˆ ˆ ˆ) ( ).Mse D  =若 是 的无偏估计,则有

在实际应用中,均方误差准则比无偏性准则更重要.

2ˆ ˆ( .

ˆ

) ( )ˆ

 

E Mse  

 

−

设 是参数 的点估计,方差存在,则称

是估计量 的均方误差, 为

：

记

定义
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2

2

S

B

 2

利用均方误差准则,对用样本方差 和

    样本二阶中心矩 分别估计正态总体

  

例3

  方差 时

:

进行评价.
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2 2 2( 1) / ~ ( 1).

 

n S n − −

解：在正态总体下，

2 2

4
2 2 2( ) ( ) .

1

 S

Mse S D S
n



= =
−

又因 是 的无偏估计,因此

—第42讲例2
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2 2

2 2( ) [( ) ]Mse B E B = −而

2 2 2 21 1( ) [ ( ) ]n nD S E S
n n

− −= + −

4

2

2 1n
n

−=

2 2

2 2( ) [ ( ) ]D B E B = + −

2

2

2

2 1 21
1

.

nn
nn

B S

− 
−

当 时，有 ，

因此在均方误差准则下， 优于



第48讲 相合性



4.相合性准则

62

 ˆ0, lim 0nn
P   

→
  −  =即 有 成立.

ˆ
n  相合估则称 为 的 或计量 一致估计量.

( )1
ˆ

ˆ

, ,

,

P
n

nX X

n

 



 

 → +

⎯⎯→

设 为参数 的估计量，

      若对于任意 当 时，

定义：



• 一致性：随着样本容量的增大，估计量
越来越接近被估计的总体参数

较大的样本容量

A

B

较小的样本容量



63



P
i iA ⎯⎯→即

1 1,..., ,...,k kA A  是 的相合估计，

1 1( ,..., ) ( ,..., )k kg A A g  也是 的相即 合估计.

1 1( ,..., ) ( ,..., )P
k kg A A g  ⎯⎯→

1( ,..., )kg  且 是连续函数，则

64



1

1

2 2

2

( ) ( 2) ,

, ,

1(1) 1,...,

(2) , ( )

(3)

   

           

          ,

k

k

n

n
l

l i l
i

X k E X k

X X

A X l k
n

B S D X

S









=

= 

= =

=



：设总体 的 阶矩 存在

是样本,证明：

是 的相合估计 ；

 

例1

   是 的相合估计；

是 的相合估计.

65
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2

2 2 ( )A E X =是 相合估计.

1

(1) 1,...,

1 ( ),

(1)

 ,

         

         

n
l lP

l i l
i

l k

A X E X
n


=

=

= ⎯⎯→ =

证明： 由辛钦大数定律知，对

因此 成立.

1 ( )X E X =特别地, 是 的相合估计,



2(3) S S = 是 的相合估计.

2 2

2 2 2,
1

2nB A X S B
n

 = − =
−

都是 的相合估计.

2 2

2 2
1

1 ( ) ,
n

i
i

B X X A X
n =

= − = −

2 2

2 1(2) ( )D X   = = −因为 ，

67



 

( )

1

1 2

0, , , ,

1ˆ ˆ2

  

 

n

n

X U X X

nX X
n



 





+= =

：设总体 是样本,

    证明： 和

     

例2

    都是 的相合估计.

68
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2̂ 所以 也是 的相合估计.

( )2
ˆ ,E  =

0, n  → 由切比雪夫不等式， 当 时，

( ) ( )

2

2
ˆ

2
D

n n
 =

+

1̂  是 的相合估计1
ˆ 2 2 ( )PX E X = ⎯⎯→ =证明：

 
( )2

2 2

ˆ
ˆ

D
P


  


−  

( )

2

2
0

2n n



= →

+



第49讲 置信区间, 置信限



根据具体样本观察值,点估计提供一个明

确的数值. 

71

但这种判断的把握有多大,点估计本身并

没有告诉人们. 为弥补这种不足,提出区间估

计的概念.



1, , nX X X  设 是总体， 是样本.区间估计的目的是

找到两个统计量：

1 2 2 1

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ), ( , , ),

ˆ ˆ( , ) .

n nX X X X   

 

1 1      = =

使 以一定可靠机 间 程度盖住随 区

72
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( )

( )

; ,

0 1 ,

X F x  

  

：设总体 的分布函数 未知.定义1 对给定

    值 有两个统计量

( ) ( )

( ) ( ) 
1

1

1

1, , , , 1

, , , ,L L U

Un

U

L

n

n

n

P X X

X X X

X

X

X

  

  



 

= =

 −

 ， ，使得：

( ), 1L U

L U

   

 

− 双侧置信区间

双

称 是 的 为 的

侧置信下限

置信水

双

平

侧

；

和 分别为 和 置信上限.
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是 的值确定 ，未知.

,L U  随是统计量, 的,机 依赖于样本.

( ),L U 置信区间 是 的，依赖于样本.样本不同，

   算出的区间也

随机

可能不同.

,

.





对于有些样本观察值,区间覆盖 但对于另一些样本

    观察值,区间则不能覆盖



1 4~ ( ,4), , ,X N X X  ：设总体 未知,例1 是样本.

~ ( ,1).X N 则

( 2 2) (| | 2)P X X P X −   + = − 

2 (2) 1 0.9544=  − =

( 2, 2) 0.95X X − + 是 的置信水平为 的置信区间

0.5, 3, 2,1x =若 当 分别为 时，对应区间为：

(0,4(1,5), ,) ( 1,3)−

75



 1 1
ˆ ˆ( , , ) ( , , ) 1 ,L n U nP X X X X       = −   如果

( )
).

1

ˆ ˆ,

,

.

,L U

n













−

 

反复抽样多次(各次样本容量都为 每个样本值

确定一个区间 每个这样的区间或包含

的真值 或不包含 的真值.按伯努利大数定律,在

这些 包含 真值的比例约为区间中，

( )ˆ ˆ,L U  则置信区间 的含义为:

76
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0.05,

95%

0.01, 99%









=

=

如反复抽样10000次,当 即置信水平为

时,10000个区间中包含 真值的约为9500个;

当 即置信水平为 时,10000个区间中

包含 的真值的约为9900个.


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 1
ˆ ( , ,

1

, ˆ) 1

         

  L n LP X X 



 



  

−

 −如果 则称 是

参数 的

定

置信水平为 的单侧置

义2：

信下限.

 1
ˆ ( , , ) ˆ

1

1 ,U n UP X X   

 

   −

−

  如果 则称 是

参数 的置信水平为 的单侧置信上限.



单侧置信限和双侧置信区间的关系：

79

1

2

1 2

1

1

( , ) 1

L

U

L U

  

  

    

−

−

− −

设 是 的置信水平为 的单侧置信下限，

是 的置信水平为 的单侧置信上限，

则 是 的置信度为 的双侧置信区间。

L U

1 2
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ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] ( )

          

L U U LE   −：称置信区间 的平均长度

为区间的 ,精确度的一半为

定义

精确度 误

3

差限. 

•在给定的样本容量下,置信水平和精确度

 是相互制约的.



Neyman原则：

81

1 −在置信水平达到 的置信区间中,选精确度尽

可能高的置信区间.



第50讲 枢轴量法



1, ,

1

nX X X

  −  

 

: 

设总体 的分布有未知参数 ， 是样

问

本.

如何给出 的置信度为 的双

题

侧置信区间呢？

83



,G G(1)找一个量 使 分布已知. 

, ( ) 1 .a b P a G b     − (2)找 使

1, , .n

G

X X

 是因为要求 的区间估计，所以 应该 和样本

的函数

L Ua G b      (3)从 解出

( , ) 1L U   −  就是置信度为 的双侧置信区间.

84



85

( ; )X f x 



定义 设总体 有概率密度（或分布律） ，

     其中 是待估的未

1:

知参数.

1

1

( , , ; )

, .

n

n

G X X

X X





设

枢轴量

, , 是样本.称样本和未知参数 的函数

      为 ，

如果它的分布已知不依赖于未知参数



枢轴量和统计量的区别：

• （1）枢轴量是样本和待估参数的函数，
其分布不依赖于任何未知参数；

• （2）统计量只是样本的函数，
其分布常依赖于未知参数.

86



2 2

1

~ ( , ), ,

,

/

,

/

:

 

n

X N

X

X X
X

n S n

X



 

 







− −

总体 是未知参数.

设 是样本,对 进行区间估计.

下面三个量中

， ，

哪些是统计量？哪些是

问题

枢轴量？

87



X(1) ，另两个含有只有 是统计量 未知参数.

22 ( , / ),X N n （ ） 分布含有未知参数.

/

, ( 1)
/

X

S

X
t n

S n

n






−
−

−
只有

只是 和样本的函数 服从 分

是

布.

所以 枢轴量.

.
/

X

n


 



−
含有除了 以外的其他未知参数

88
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1 1( ( , , ) ) ( ( , , ) ) / 2n n

a b

P G X X a P G X X b   =  =

2.如果最优解不存在或比较复杂,对连续型总体,

常取 和 满足：

; ;

, ( ) 1 ,

,

G P a G b a b

a b

   −对枢轴量 满足 的 可能有很多，

那到底该选哪个 呢？

a b1 ey.根据N man原则：求 和 使得区间长度最短；



构造置信区间三步骤：

(3) .L Ua G b      从 解出

   

(2) ,

/ 2

a b

P G a P G b 



 =  =

对连续型总体 找 满足

   ；

1(1) ( , , ; )nG X X  构造枢轴量 ；

90
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1
2

L   −  是 的置信度为 的单侧置信下限，

1
2

U   −  是 的置信度为 的单侧置信上限.

( ), 1L U   −   那么 就是 的置信度为 的双侧置信区间，



1( , ,

ˆ( )

ˆ

nG X X  





枢轴量 ; )的构造,通常从 的

点估计 如极大似然估计,矩估计等出发，

根据 的分布进行

注：

改造而得.
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• 正态总体下常见枢轴量：
2

2
2

2

~ (0,1)
/

~ (

( , )

( )

( )

( )

1)
/

( 1)
~ ( 1)

  

   

  

X
N

n

X
t n

S n

n S
n

N  



















−

−
−

−
−







2

2

2

单个正态总体 情形

， 已知

的枢轴量：

， 未知

的枢轴量： ， 未知

(1)
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2 2

1 1 2 2

1 2

2 2

1
1 2

2 2

1 2

1 2

1 2
1

2

2 2

2

1 2

1 2

( ) ( )
~ (0,1)

( ) ( )
~ ( 2)

( , ), ( , )

( )

, ( )
1 1

      ,  

 =

w

X Y
N

n n

X Y
t n n

S
n n

N N   

 

 

 



 






−











− − −

+

− − −
+ −

+

二个正态总体 情形

的枢轴量：

，  已知

未知

(2)
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2 2

1 1
1 22 2

2 2

2

1
2

2

1 2~ ( 1, 1), ( )
S

F n n
S









 − −

的枢轴量：

    

， 未知
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第51讲 单个正态总体均值的区间估计



( )2

1 2

2

~ , , , ,

1 . 

nX N X X X

X S

 

−

设总体 ， 为样本.

和 分别为样本均值和样本方差.

置信水平为
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1.   均值 的置信区间

( )1  2
 已知时

X 是 的无偏估计，

  1a b P a G b     −设常数 满足: 

1P X b X a
n n

  
 

−   −  − 
 

等价于  

( )~ 0,1
X

G N
n





−
=取枢轴量

98



/2

.

a b z= − = −由正态分布的性质知，

时，区间的长度达到最短

ba

22 1 −

99

( ) /b a n−此时区间的长度为   



X z
n


−单侧置信下限为

X z
n


+单侧置信上限为

100

2 2, X z X z
n n

 



  
− + 

 

所以 的双侧置信区间为：



( )2  2
 未知时

2S  2以 估计 ，得

/2 /2( 1) ( 1)S SX t n X t n
n n

 − −   + −  

~ ( 1)
X

G t n
S n

−
= −枢轴量

2( 1)t n −

1 −
2



2



2 ( 1)t n− −

/2 /2( 1) ( 1)t n G t n − −   −由 解得，
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2 2( 1), ( 1)S SX t n X t n
n n

 



 
− − + − 

 

所以 的置信区间为：

( 1)SX t n
n

− −单侧置信下限为

( 1)SX t n
n

 −+单侧置信上限为
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.

~ ( ,9)

10

101.3 99.6 100.4 98.8 96.4

99.1 102.3 97.5 105.4 100.2

9

.

5%

                      

 

      

  

                   

 

   

   

1

     

 

   

.

 

X N 



某袋装食品重量(单位：克) 现从

一大批该产品中随机抽取 件,称得重量为：

求 的置信水平为 的双侧置

例

信区间.

103



.

10 3 0.05  n  = = =解： ， ，

0.025 0.025
3 3( , ) (98.24, 101.96)
10 10

x z x z− + =

0.025

100.1

1.96

 x

z

=

=

计算样本均值得

查表得

95%所以 的置信水平为 的双侧置信区间为:
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.~ ( , ) ,

1

2 2

6

         3200  3050   2600   3530   3840   4450   2900   4180

         2150 

  

      

 2650   2750   3450   2830   3730   3620   227

   

       

.

  

 2

0

X N    设新生儿体重(单位：克)

现从某妇产医院随机抽查 名新生

， 未知

儿,称得重量为：

例

求 95%的置信水平为 的双侧置信区间.
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.

16, 0.05,  n  = =解： 未知

0.025 0.025( (15), (15))
16 16

(2845.4, 3554.6)  

s sx t x t   − +

=

0.025

3200, 665.48

(15) 2.1315

 x s

t

= =

=

计算得

查表得

95%所以 的置信水平为 的双侧置信区间为:
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~ ( , )

, 1

95

.

5.78, 0.92

%

.

2

2
         

 

 

         

       

 3.

 

0

 

X N

x s

 

 



= =

某种产品的寿命(单位：千小时)

现随机抽查 件产品进行寿命试验，测得：

样本均值 样本标准差

求 的置信水平为 的单侧置

例 ，

未知

信下限.

0.05(9) 1 8331 .t =解：查表得

95%所以 的置信水平为 的单侧置信下限为:

0.05
0.92(9) 5.78 1.8331 5.25

10 10

sx t   − = −  =
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•其他总体均值的区间估计

2

1

,

, , .n

X

X X

 设总体 的均值为 方差为 ,非正态分布或不知

分布形式.样本为

30

~ (0,1).
/

,n n

X
N

n







− 近似

当 充分大（一般 ）时，由中心极限定理知

108



( )/2 /2

2

/ , /X z S n X z S n

S

 



− +

2当 未知时,以样本方差 代入,得近似置信区间为

( )/2 /2/ , /

12

X z n X z n  

  

− +

−当 已知时, 的置信水平为 的近似置信区间为
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2375ˆ ˆ ˆ0.25, (1 ) 0.1875
1500

p x s p p= = = − =解： =

5

4

9 %p

某市随机抽取1500个家庭，调查知道其中

有375家拥有私家车.试根据此调查结果，求该市

拥有私家车比例 的置信水平为 近

例 ：

似置信区间.

110

( )0.025 0.025/ , /X z S n X z S n− +

代入近似置信区间

(0.228, 0.272).得



第52讲 成对数据均值差,单个正态总

体方差的区间估计
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1

1

1

, ,

, ,

, ,

n

n

n i i

X X

X X

Y Y X Y

由于个人体质的差异， 不能看成来自同一个

正态总体的样本，即 是相互独立但不同分布

的样本， 也是.另外对同一个个体， 和 也是

不独立的.

1 1( , ), ,( , ).n n

n

X Y X Y

例：为考察某种降压药的降压效果，测试了 个高

血压病人在服药前后的血压（收缩压）分别为

 

（3）成对数据情形
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/

2

1

2( 1)

1

1, ( )
1

( )      D

d

n

D i
i

S

n
D t n

D X Y S D D
n



 

=

−

= −

 −

= −
− 

的置信水平为 的置信区间为

其中

1

2( , )

1, , ,i i i

n

D D

i nD X Y

D D

N  

= − =作差值 , 则取消了个体的差异，

仅与降压药的作用有关,因此可

 

, , 来

自

以将 看成

的样本,且同一正态总体 相互独立.
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例1:为评价某种训练方法是否能有效

提高大学生的立定跳远成绩,在某大学

随机选中16名学生，测量他们的立定

跳远成绩（三次中最好成绩)，经过三

个月训练后再测量他们的成绩。实验

数据如下页.
2~ ( , )

95

D D DD N   假设训练前后成绩差 ，求 的置信

水平为 的％ 双侧置信区间.
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编号 1 2 3 4 5 6 7 8

训练前 189 193 230 210 198 230 210 198

训练后 220 195 234 231 225 228 238 240

数值差 31 2 4 21 27 13 4 16

编号 9 10 11 12 13 14 15 16

训练前 209 220 195 211 228 216 212 231

训练后 221 218 214 236 248 248 230 245

数值差 12 －2 19 25 20 32 18 14
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0.02516, 10 24. (15) 2.1315.dd s t=  =  =算得 查表得 ，

16, 0.05. .i i in d x y= =  = −解:这是成对数据问题, 令

/2( ( 1) / )

(10.5, 21.5).

DD t n S n −代入公式 中，

得所求置信区间为 



( )2 2

1 2

2

~ , , .

, , ,

1 . 

n

X N

X X X

X S

   



  

−

设总体 , 未知

为样本.

和 分别为样本均值和样本方差.

置信度为

117

2. 2
   方差 的置信区间( 未知）
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( )
( )

( )
( )

2 2

2

2 2

2 1 2

1 1

1 1

n S n S

n n 


  −

− −
 

− −
推出

( )
( )

2

2 2

2

1
~ 12 n S

S n 


−
−由 的无偏估计 想到枢轴量

( )
( )

( )
2

2 2

1 2 22

1
1 1

n S
n n  


−

−
−   −由

2


2


1 −

2

2

( 1)n −2

1
2

( 1)n
−

−
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：上述双侧置信区间估计不注 是最优解

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2

1 1
,

1 1

n S n S

n n   −

 − −
 

− − 

双侧置信区间为： 

( )
( )

2

2

1

1

n S

n

−

−
单侧置信下限为：  

( )
( )

2

2

1

1

1

n S

n −

−

−
单侧置信上限为：  



( )
2 2

25

4.25

,

. 5

,

9

,

,

s =

：一个园艺科学家正在培养一个新品种的苹果

    这种苹果除了口感好和颜色鲜艳以外另一个重

    要特征是单个重量差异不大.为了评估新苹果

    她随机挑选了 个测试重量 单位：克 其样本

    方差为 试求 的置信度为 双侧置信

    区间和单侧置

％

例2

信上限.
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225, 4.25, 0.05  n s = = =解：

( ) ( )

( )

2 2

0.025 0.975

2

0.95

24 39.4, 24 12.4;

24 13 85,.

 



= =

=

查表得:

( )
( )

( )
( )

( )
2 2

2 2

2 1 2

1 1
, 2.59,8.23

1 1

n s n s

n n 



  −

 − −
= 

− − 

2的双侧置信区间为

( )
( )

2

2

1

1
7.36

1

n s

n


 −

−
=

−

2的双侧置信上限为



第53讲 两个正态总体参数的区间估计



( ) ( )

( ) ( )
1 21 1

2 2

1 1 2 2

2 2

1 2

, , , ,

, , ,

, ; ,

1 .

.  

n nX X Y Y

N N

X Y S S

   

−

设样本 和 分别来自总体

和 并且它们相互独立.

样本均值分别为 样本方差分别为

置信水平为 
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( )1 ,2 2

1 2   已知时

1 21.   − 的置信区间

1 2 :X Y − −由 的估计 想到枢轴量

( )
2 2

1 2

2 1 2

X Y z
n n

  
−  + 

 
 

得置信区间：

( ) ( )
( )1 2

2 2

1 2

1 2

~ 0,1
X Y

N

n n

 

 

− − −

+
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( ) 2 2

1 22   = 未知

( ) ( )1 2
2 1 2

1 12 wX Y t n n S
n n

 
−  + − + 

 
置信区间为： 

( ) ( )2 2

2 1 1 2 2

1 2

1 1

2
2

 : w

n S n S
S

n n


− + −
=

+ −
以 代替 得枢轴量

( ) ( )
( )1 2

1 2

1 2

~ 2
1 1

w

X Y
t n n

S
n n

 − − −
+ −

+
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( ) 2 2

1 23    且未知

( ) ( )1 2

2 2

1 2

1 2

(0,1) 
X Y

N
S S

n n

 − − −

+

近似

～

1 2 3n n 当样本量 和 都充分大时(一般要 0),

2 2

1 2

2 2

1 2,S S 以 估计 以 估计

( )
2 2

1 2

2 1 2

S S
X Y z

n n

 
−  + 

 
 

得近似置信区间为： 
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1 2min( 1, 1)k n n − −  其中 

( ) ( )1 2

2 2

1 2

1 2

~ ( ),,  
X Y

t k
S S

n n

 − − −

+

近似

当样本量小时

( )
2 2

1 2

2 1 2

( )
S S

X Y t k
n n

 
−  + 

 
 

则近似置信区间为：
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2

1
1 22

2

2. ,  


 


的置信区间（ 未知）

( )
2 2 2 2

1 1 1 2
1 22 2 2 2

2 2 1 2

~ 1, 1
S S S

F n n
S



  
− −由 的估计 想到枢轴量 

( ) ( )
2 2

1 2
1 2 1 22 21

2 21 2

1, 1 1, 1
S S

F n n F n n 
 −

− −   − −由

2


2


1 −

2

1 2
2

( 1, 1)F n n − −2

1 21
2

( 1, 1)F n n−
− −



( ) ( )

2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 2 1 22 2 2 1
2 2

1 1
1, 1 1, 1

S S

F n n F n nS S 




−

 
− − − −

得

( ) ( )

2 2

1 1
2 2

1 2 1 22 2 1
2 2

1 1,
1, 1 1, 1

S S

F n n F n nS S −

 
 

− − − − 
 

置信区间为： 
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( ) ( )2 2

1 1 2 2

, ,

, , , .

X Y

X N Y N    

设两机床生产的滚珠直径分别为 且

        

15.0 14.8 15.2 15.4 14.9 15.1 15.2 14.8

15.2 15.0 14.8 15.1 14.6 14.8 15.1 14.5 15.0

1. 

8  9

:               

      

 

     

  :             

  

   

 

 

两台机床生产同一型号滚珠.从甲机床生产的

    滚珠中取 个，从乙机床生产的滚珠的中取 个.

    测得这些滚珠的直径（单位：毫米）如下：

甲机床

乙

例

机床
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( )

( )

( )

( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2

1
1 2 2

2

0.9

1 0.18, 0.24

2

3

4 ,

  

  

 

   

   

   


 



= = −

= −

 −

求置信水平为 的双侧置信区间.

,求 的置信区间；

若 且未知,求 的置信区间；

若 且未知，求 的置信区间；

若 未知，求 的置信区间.
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2

1 1

2

2 2

8, 15.05, 0.0457

9, 14.9, 0.0575, 0.1

       

     

n x S

n y S 

= = =

= = =    =

解： ；

    

2 2

1 2
2

1 2

X Y z
n n

  
−  + 

 
 

( ) 1 2 1 21 0.18, 0.24 ,    = = −当 时 的置信区间为：

( )0.05 1.645, 0.018,0.318z = −从而所求区间为



( ) 1 2 1 22     = −当 且未知时， 的置信区间为：

( )0.05
1 2

1 115 1.7531, 0.228, 0.486wt S
n n

= = + =

( )0.044,0.344−从而所求区间为

( )2 1 2
1 2

1 12 wX Y t n n S
n n

 
−  + − + 

 



( ) 1 2 1 23      −当 且未知时， 的置信区间为：

( )
2 2

1 2
/2

1 2

( )
S S

X Y t k
n n

 
−  + 

 
 

1 2min( 1, 1) 7k n n  − − =其中自由度 取

( ) ( )0.05 7 1.895, 0.058,0.358t = −从而所求区间为
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0 

由(1)、（2）和（3）求得的三个区间

   都 了 ，说明两机床生产的滚珠的

   平均直

包含

没有径

注：

显著差异.



136

( ) ( )

2 2

1 1
2 2

2 1 2 1 2 1 22 2

1 1,
1, 1 1, 1

S S

F n n F n nS S −

 
 

− − − − 

( )
2

1
1 2 2

2

,4  


 


当 未知时， 的置信区间为：

( )
2

1
2

2

0.90 0.227,2.965



得 的置信度为 的置信区间为

( ) ( )
( )0.05 0.95

0.05

1 17,8 3.50, 7,8 0.268
3.738,7

F F
F

= = = =由
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1

      

  (4)中所求置信区间 ,说明两机床生产的

滚珠直径的

注： 包含

没方差 有显著差异.


