
概率统计复习
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概率：

( ) A
n

n Af A
n

 
发生次

频率：
数

总次数

（一）概率

1. ( ) 0P A 非负性： ；

2. ( ) 1P S 规范性： ；

1 2

11

, ,...

, , ( ) ( )

3.  

 i j i i
ii

A A

A A i j P A P A
 


  

两两互可列可加性 斥： , 

则

即
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( ) 1 ( )P A P A 性质：

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB  

1 11

1
1 2

1

( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( )

n n

i i i j
i i j ni

n
i j k n

i j k n

P A P A P A A

P A A A P A A A

   



   

 

       

 




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( )( ) 0 ( | ) ( )
P ABP A P B A P A 时条 ，率： 定概 义件

B A在 中所占的概率比例

( | )P A注： 也是一个概率

( | ) 1 ( | )P B A P B A  

( | ) ( | ) ( | ) ( | )P B C A P B A P C A P BC A  
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乘法公式

当下面的条件概率都有意义时：

( ) ( ) ( | )P AB P A P B A 

1 2

1 2 1 3 1 2 1 1

( )
( ) ( | ) ( | ) ( | )

n

n n

P A A A
P A P A A P A A A P A A A

   
     
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1 2, , , nB B B S  : 定义 称 为 的一个划分,若

1 2( ) ,ni B B B S     不漏

( ) , .i jii B B i j      不重

1B

2B 3B
4B

S

nB
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1 2, , , ( ) 0.n iB B B S P B   设 为 的一个划分

全概

且 则有

率公式：

1
( ) ( ) ( | )

n

j j
j

P A P B P A B


 

1

( ) 0
( ) ( | )( | )
( ) ( | )

i i
i n

j j
j

P A
P B P A BP B A
P B P A B









Bayes公对 有 式：
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( ) , ( | ) , 1,2,..., .j j j jP B p P A B q j n  设

1
( )

n

j j
j

P A p q


 则　

1q1B



S

A
1p

2p

np

2q

nq
2B

nB ( | )iP B A

1

i i
n

j j
j

p q

p q





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,X X若随机变量 的取值为有限个或可数 离散

型随

个 则称 为

机变量.

(二)随机变量

分布律为：

P

… …

…
…

1x 2x kx

1p 2p kp
X

( ) , 1,2, .k kP X x p k         或

1
0,: 1k k

k
p p





  分布律的性质



X

, ,
( ) ( )           

: 
 

X x
F x P X x

X
 

随机变量 对任意实数 称函数

为 的概率分布函数 分

定

，简称

义

布函数.

( )F x的几何意义

x
]

( ) ( ( , ])F x P X x  

10
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( )F x的性质：

(1) 0 ( ) 1;F x 

(4) ( ) ,  ( 0) ( ).F x F x F x 是右连续函数 即 

(2) ( ) ;F x单调不减

(3) ( ) 0, ( ) 1;F F    

1 2 1 2 ,  0 ( )x x P x X x   对 有 2 1( ) ( ).F x F x 

( ) ( 0) ( )F x F x P X x   
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  , 1,2,

( ) .
k

k k

k
x x

P X x p k

F x p


  




一般地，离散型随机变量的分布函数为阶梯函数.

如果分布律为

那么分布函数为

 ( ) , 1,2,
{ }.

k

k k

F x x x k
p P X x

 

 

在 处有跳跃，

其跳跃值为



 
( ): ,

,
  

  
X F x

f x x
对于随机变量 的分布函数 若存在非负

的函数 使对于任意实数 

定义

有：

( ) ( )
x

F x f t dt


 
, ( )

,
X f x X则称 为 其中 称连续型随机变量

概率密度

为 的

简称函数  概率密度.

13



( )y f x1面积为

x

( )f x

0
(2) ( ) 1;f x d x




   

(1)  ( ) 0;f x  

( )f x的性质：

14

(3) ( ) ( ) , .
D

P X D f x d x D R         任意

(4) ( ) , '( ) ( ).f x x F x f x   在 连续点



定义：设E是一个随机试验，样

本空间S={e}；设X=X(e)和
Y=Y(e)是定义在S上的随机

变量，由它们构成的向量

(X,Y)称为二维随机向量或

二元随机变量。

y

x

S
e

0

. ( ), ( )X e Y e

( )X e

( )Y e

15

(三)二元随机变量



( , )

,

( , ) ( , )

( , )

X Y

x y

F x y P X x Y y

X Y

  

定义：设 是二元随机变量，对于任意

实数 ，二元函数

 称为 联二元随机变量 的 合分布函数。

0 x

 ,x y
y 联合分布函数

16



 ( ), ( ),X YX Y F x F y和 也有它们自己的分布函数，分别记为：

并称 边际他们为 分布函数

( ) ( ) ( , )
( ) ( ) ( , )
X

Y

F x P X x F x
F y PY y F y

   
   



( ) 0,PY y Y y X  

定义：

若 则在 条件下，的条件分布函数为：

|
( , )( | ) ( | )

( )XY
P X xY yF x y P X x Y y
PY y
 

   


 条件分布函数

18



|
0

0

( | ) ( | )

( , )
( )

XYF x y limP X x y Y y

P X x y Y ylim
P y Y y


















    

   


  

( | ).P X x Y y 此时仍记为

| ( | ) ( | ).=XYF x y P X x Y y 即：

( ) 0, 0, ( ) 0, PY y P y Y y
Y y X

       



若 但对任一

则在 条件下， 的条件分布函数定义为：

19



          二元离散型随机变量

定义：若二元随机变量(X,Y)全部可能取

到的不同值是有限对或可列无限

对，则称(X,Y)是二元离散型随机

变量。

20



   
 

 

, , ,

, , , 1,2,

,

i j

i j ij

X Y x y

P X x Y y p i j

X Y

    

设 所有可能取值为 称

为二元离散型随机变量

的联合分布律。

离散随机变量的联合概率分布律

y1 y2 … yj …
X
Y

p11 …p12 p1j …

p21 …p22 p2j …

pi1 …pi2 pij …
… … ……

… … ……

1x

2x

ix

                          

21

1 0     ，ijp

1 1
2 1  

 

 


ij

i j
p



X,Y的边际分布律为： ( )iP X x 

1

( )j ij j
i

PY y p p





   
记为

=

1
ij i

j
p p





  

记为

=

22

jY y X在 条件下， 的条件分布律为：

( )
( | ) 1,2

( )
i j ij

i j
j j

P X x Y y p
P X x Y y i

P Y y p

 
    


  

，

iX x Y在 条件下， 的条件分布律为：

( )
( | )   1,2

( )
i j ij

j i
i i

P X x Y y p
PY y X x j

P X x p

 
    




，



 ,X Y 连续型称 为二元 随机变量.

   , ,f x y X Y
(联合)

并称 为二元随机

概率密度

变量 的

（函数）。

   
 
, , ,

, ,

( , ) ( , )
x y

X Y F x y

f x y x y

F x y f u v dudv
 

 

定义：对于二元随机变量 的分布函数

      如果存在非负函数 ，使对于任意 ，

      有

 联合概率密度函数

23



概率密度的性质：
  1. , 0   f x y 

 2. ( , ) 1  f x y dxdy
 

 
 

24

 3. ,
(( , ) ) ( , )

  
              

D

D xoy X Y D
P X Y D f x y dxdy 

设 是 平面上的区域，点 落在内的概率为：

2 ( , )( , ) , ( , ).F x yf x y x y f x y
x y




 
4.在 的连续点( )，有



( ) ( , )

( ) ( , )

X

Y

f x f x y dy

f y f x y dx
















,X Y的边际密度函数为：

25
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( ) 0,Yf y Y y X 若 则在 的条件下， 的条件密度函数为：

( ) 0,Xf x X x Y 若 则在 的条件下， 的条件密度函数为：

|
( , )( | )

( )X Y
Y

f x yf x y
f y



|
( , )( | )

( )Y X
X

f x yf y x
f x



|( | ) ( | )Y X
D

P Y D X x f y x dy   条件概率



( , )
( , ) , , 1,2,...i j ij

XY
PX x Y y p i j   

二元离散型随机变量

联合分布律

二元离散型与连续型随机变量分布比较

( , )
( , )
X Y
f x y

二元连续型随机变量

联合概率密度

1
( ) , 1,2,...i ij i

j

X

PX x p p i





   

的边际分布律

( ) ( , )X

X

f x f x y dy



 

的边际概率密度

( ) , 1,2,...

i

ij
j i

i

X x Y
p

P Y y X x j
p 



   

时 的条件分布律

( , )( )
( )Y X

X

X x Y
f x yf y x
f x





时 的条件概率密度

27
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( ) ( ) ( ) ,P AB P A P B A B如果 ，则称两个事件 相互独立

(四)独立性

( ) 0
( | ) ( )

P A
P B A P B




当 时

( ) 0
( | ) ( )

P A
P B A P B




当 时

A B直观含义： 发生与否都不会改变 发生的概率

, , , ,A B A B A B A B  相互独立 相互独立 相互独立 相互独立

, , , ,A B A B A B A B  相互独立 相互独立 相互独立 相互独立



29

相互独立 两两独立

两两独立不能推出相互独立

   1 2

1 2

1

1

1 2

, , , 2 ,
,... ,

, , ,

k j

n

k
k

i i i i
j

n

A A A n k n
i i

P A A A P A

A A A


 









设 为 个随机事件，若对

以及不同的 均有：

   

则称 相互独立



 ( , ) ,
, ( ) , ( )

,
( , ) ( ) ( )    

X Y

F x y X Y
F x X F y

Y x y
P X x Y y P X x P Y y    

设 是二元随机变量 的分布

函数 是 的边际分布函数

是 的边际分布函数，若对所有 有：

即

( , ) ( ) ( )= X YF x y F x F y

,X Y相称随机变量 互独立。

30



独立性等价判断：

,i j用分布律判断。对一切 都成立 ij i jp p p 

( , ) ( ) ( ), ,i j i jP X x Y y P X x PY y i j     

离
散
型 即

31

( | ) ( ),j i jPY y X x PY y j     

Y Y即 条件分布律与的边际分布律相等



独立性等价判断：
连
续
型

( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y .

即在平面上除去“面积”为零的集合以外，
上述等式处处成立。

( , )x y用密度函数判断。对在平面的点

几乎处处成立

32

| ( | ) ( )YX Yf y x f y 

Y Y即的条件密度函数与的边际密度函数相等
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(五)随机变量函数的分布

 
 

, ,

, . 

X Y g X

g Y





问题：已知随机变量 的分布  

      函数 已知 求 的分布

1 2, , , ;

{ } ,

( ) ( );

j

j

j

Y Y
y y y

Y y X D

P Y y P X D

 

  

{ }

 
若 为离散型随机变量,则先写出 的可能取值：

      

再找出 的等价事件 得
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,
1

( ) ( )
, ( ) ( )

( ) ( ).

Y

Y

Y Y

Y
Y
Y F y P Y y

Y y X D F y P X D
F y Y f y

 

   

 
{ } { }

若 为连续型随机变量则

（）确定 的取值范围；

（2)写出 的分布函数： ，

找出 的等价事件 得 ；

（3)对 求导得 的概率密度函数

( ( ( )) ( ( )) '( )X
X

d F h y f h y h ydy 

注意常用到复合函数求导：
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~ ( ), ,
( ) '( ) 0 ( '( ) 0),

( ( )) '( ) , ,
( )

0,

X

X
Y

X f x x
Y g X g x g x Y

f h y h y y
f y

 

  

  

  
 


   

   

                              

定理 设随机变量

， 或

：

则 具有概

率密度为：

其他.

( , )
( ) ( ).

Y h g
h y x y g x

       
   
其中 是 的取值范围， 是 的反函数,即



( ) ( , )k i k i
i

P Z z P X x Y z x            
离散型：

连续型：

36

Z X Y 

( , )k i i
i

P X z y Y y   

( ) ( , )Zf z f x z x dx



  ( , )f z y y dy




 



( ) ( )MF z P M z 

37

1max( , , )nM X X 

1( , , )nP X z X z  
1

1 2

, ,

( ) ( ) ( )
n

n

X X

X X XF z F z F z



如果 相互独立



1 ( ) ( )NF z P N z  

38

1min( , , )nN X X 

1( , , )nP X z X z  
1

1

, ,

(1 ( )) (1 ( ))
n

n

X X

X XF z F z  



如果 相互独立
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(六)数字特征

期望（数学期望，均值）

,
( )

( ) ,

i i
i
x p X

E X
xf x dx X






 




-

若 是离散型

若 是连续型

( ) ,
( ( ))

( ) ( ) ,

i i
i
g x p X

E g X
g x f x dx X






 




-

若 是离散型

若 是连续型
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( , ) , ( , )
( ( , ))

( , ) ( , ) , ( , )

i j ij
i
g x y p X Y

E g X Y
g x y f x y dxdy X Y

 

 


 




 -

 若 是离散型

若 是连续型

( , )

( ) ( , )

( ) ( , )

X Y

E X xf x y dxdy

E Y yf x y dxdy

 

 

 

 





 
 

特别地，若 是连续型，则
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 2( ) ( ) [ .( )]D X Var X E X E X  
2 2( ) [ ( )]E X E X=

方差：

2 2( ) ( ) [ ( )]E X Var X E X  

标准差： ( ) ( )X Var X 
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1.
( ) ( )i i i i

i i
E b a X b a E X      
均值具有线性性

性质：

22. ( ) ( )Var aX b a Var X 

3. ( ) ( ) ( ) 2 ( , )Var X Y Var X Var Y Cov X Y   
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协方差：

( ) ( ) ( )E XY E X E Y 
 ( , ) [ ( )][ ( )]Cov X Y E X E X Y E Y  

( ) ( , ) ( ) ( )E XY Cov X Y E X E Y  
性质：

3.
( , ) ( , )i i i i
i i

Cov a X Y aCov X Y    
线性性

1. ( , ) ( , )Cov X Y Cov Y X对称性

2. ( , ) ( )Cov X X Var X



1( , , )nX X 的协方差矩阵：

( ) , ( , )ij n n ij i jA a a Cov X X 其中

X Y与 的相关系数：

( , )
( ) ( )XY

Cov X Y
D X D Y

 

1 1XY  



0XYX Y   与 不相关： ( , ) 0Cov X Y 

X Y X Y与 独立 与 不相关

反之不一定成立

( ) ( ) ( )E XY E X E Y 

( ) ( ) ( )Var X Y Var X Var Y   
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(七)九大分布

0 1 ( )
~0 1( ) ~ )

1
(1

.
,X p X B p




 

记为 或 

分布或两点分布

              0           1
             1               0  1.

X
P p p p  

 

其中 

1    ( ) (1 ) , 0,1.k kP X k p p k   分布律还可写为 

( ) ,    ( ) (1 )E X p Var X p p  



{ } (1 ) 0,1,...,k k n k
nP X k C p p k n   ，

47

2. ~ ( , )X B n p  记为 二项分布，

0 1n p 这里 是正整数，

( ) ,    ( ) (1 )E X np Var X np p  
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3. ~ ( ) ( )X X P   参数为 的 记为 或 泊松分布，
     

           ( ) ,   0,1,2, ,  
!

 0

keP X k k
k







    



 

其中

( ) ( )E X Var X  



1 ,   ( , );
        ( )

0,           

x a b
f x b a

  
 其他.

49

( , ) ~ (, ,4. )a b X U a b上的均匀分布记为

[ , ] [ , ],

( [ , ])

a b c d
d cP X c d
b a


 


性质：对任何 的子区间

2( )( ) , ( )
2 12
a b b aE X Var X 

 



,  0;
                    ( )

0 ,        0,

xe x
f x

x

  



1 ,   0;

( )
0,             0.

xe x
F x

x

  
 


分布函数为  

50

~ ( )0  X E   指数分布5.参数为 的  , 记为

2
1 1( ) ,    ( )E X Var X
 

 

0,
( | ) ( ) t

t s
P X s t X s P X t e 



     

无记忆性：对，
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2~ ( )X N  6.  记为正态分布, ，
2

2
( )

21  ( ) , ,
2

x

f x e x






       

(1) (0,1)X N

 性质： 

(2) ( ) ( ), ( )

(0,1)

xF x x

N



 分布函数 其中 为标准

  正态分布 的分布函数

1(3) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ,x x z z z           ，
2(4) ( ) , ( )E X Var X  



( , )
1 ( , )

( , )
0

D X Y

x y D
f x y D

  


,  

 ,     

假设 的面积有限， 的联合密度函数为：

的面积

其他

1

1
1

,

             (( , ) )

D D
DP X Y D
D

 

：对 的任何子区域 都有质

的面积

性

的面积

52

( , ) ~ ( )D X Y U D7.  平面区域 上的均匀分布, 记为 
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2 2
1 2 1 2( , ) ( , , , , )X Y N     ～二元正态分布8 ,.  记为 

2 2
1 1 2 2(1) ( , ), ( , )X N Y N    性质： 

(2) XY 

(3) 0X Y X Y =与 独立 与 不相关
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9.多元正态分布

1(1)( , , )n iX X X 正态 每个分

质

量

性 ：

正态

1( , , )i nX X X 每个分量 正态，且相互独立 正态

1
1

(2)( , , )
n

n i i
i

X X a X


  正态 所有线性组合 正态

1

1 1

(3)( , , )
, , ( , , )

n

i n m

X X
Y X X Y Y



 



正态

若每个 都是 的线性组合，则 正态

1 1

1

(4) ( , , ) , ,
, , ( , ) 0,

n n

n i j

X X X X
X X Cov X X i j



   

 

若 正态，则 相互独立

两两不相关
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(八)大数定律和中心极限定理

 
1.

P
n an X  如果：

 

当 时，

依概率收敛

0,lim (| | ) 0nn
P X a 


   对任意的

(1) , ( ) ,
( ) ( )

P
n

P
n

X a f x a
f X f a




  
     
若 在点 连续 则

性质：

.

(2) , , ( , )
( , ( , ).

P P
n n

P
n n

X a Y b g a b
g X Y g a b
 



若 在 连续，

  则 ）
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  

  
2

2

( )
( )0, .

( )      1 .

2. X Var X
Var XP X E X

Var XP X E X

 





   

   

的方差 存在，则

   对于任意 都

为：等价

有：

：比雪夫不等式 设切 
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1 2

1

, , , , ,

1       

3.
n

n
P

k
k

X X X
n

X
n










    设 相互独立，具有相同的均值

   同分布或同方差，则当 时,

.

大数定律： 

,

A

PA

n n A
A p

n p n
n
 

   设 为 重贝努里试验中事件 发生的次数，并记

   事件 在每次试验中发生的概率为 ，则有

   当 时. 

贝努利大数定律：  
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   
2

2
2

1

1

( , )

, , , , , ,
4.

n

i i

i
i

nX X X E X V

n

ar X

X N n n

 




 



 
近似

   设 独立同分布，

   当 充 时则 分大 ～

：中心极限定理 

2

1

1 ( , )
n

i
i
X N

n n





近似

 ～

 

( , ) ~ ( , (1 )).n B n p N np np p
近似

当 充分大时， 特别地，
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(九)统计量与抽样分布

1. X随机变量总体: 

简单随2. 机样本：

  满足以下两个条件的(X1,X2,…,Xn)称为容量是     

  n的简单随机样本：

  (1)代表性: 每个Xi与X同分布；

  (2)独立性: X1,X2,…,Xn是相互独立的随机变量



3.统计量：样本的不含任何未知参数的函数。

60

1 2 1 2

1 2

, ,..., ) , ,..., )
, ,..., )

    ( , (
, ( .

n n

n

X X X g X X X
g X X X

设 为样本 若

不含任何未知参数 则称 为统计量



61

1

1 ,
n

i
i

X Xn 

   样本均值

2 2

1

2

1 ( )1 ,
n

i
i

S X Xn

S S


 




  

  

样本方差

样本标准差

1

1

1

1 ( )

n
k

k i
i

n
k

k i
i

A Xn

nk B X

k

X







 





  

  

样本 阶原点矩：

样本 阶中心矩：

4.常用统计量：
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 

 2 2

1

1

, , 0,1

i

n

n

i

X X

n

N

X 




, 设 相互独立,都服从 则 25. 分布：

     22 22 ,, 2(1) E n Van r n     .设 则

   
 2

1

2 2
1 1 2 2 1 2

2 1 2

2(2).
, ,

:
,

.

Y n Y n Y

n

Y

Y Y n



 

  

 

  
  设 且 相互独立，则  

    

分布的可加性
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2(0,1), (

.
/

,

( )

)X N Y n X Y
X t n
Y n

 



设 且 和 相互独立.

则 

    

6. t 分布：

1(1) ( ) ( )t n t n   .

(2) 45, ( )n t n z  .当
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7. F 分布：    

 1
1 2

2

2 2
1 2, , ,

/ ~ ,/
X n F n n

X n

Y n

Y n X Y    

 

设 且 独立,则

1 2 2 1
1~ ( , ), ~ ( , ).F F n n F n nF  (1)若 则

2 1
1 1 2

1( , ) ( , )F n n F n n


(2)
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8.单个正态总体下的抽样分布
2

1 2

2 2

1 1

2

1
2 2

2

2

2
2

~ ( , ), , , ,

1 1 ( )1

(1

( )

~ ( , )

( 1) ~ ( 1),

n
n n

i i
i i

n

i
i

X N X X X

X X S X Xn n

X X

X

X N n

n S n

S

 








 



  







 

 



)   

    

     (

     

)

 

3  

设总体 是样本，样本均值

,样本方差 .

则 ；

且 与 相互独立.

~(2) ( 1);X t n
S n

 
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9.两个正态总体下的抽样分布

   
   

1 21 1

2 2
1 1 2 2

2 2
1 2

, , , ,

, , ,

, ; ,

n nX X Y Y

N N

X Y S S

   

.  

 设样本 和 分别来自总体

和 并且它们相互独立.样

本均值分别为 样本方差分别为 则

可以得到下面三个抽样分布.



   1 2

2 2
1 2

1 2

~ (( 01 1) , )
X Y

N

n n

 

 

  



   
 

   

2 2 2

2 2
1 1

1

2 22 2

1 2

2
1 2

1 2

~ 2

1 1
,2

1 1
w

w w w

X Y
t n n

n S n S
S S Sn n

S n n



 



 

  
 



  



 


1 2（2）当 时，

其中



2 2
1 1

1 22 2
2 2

~ ( 1,(3 1)) .S F n n
S




 
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1, nX X X X 设总体 有未知参数 , , 是 的简单随机样本.

1
ˆ ˆ(

ˆ
nX X 

  

 ：构造合适的统计量 , , )

    来估计未知参数 ，称 为参数 的点

点估计问题

估计量.

1 1
ˆ(n nx x x x  当给定样本观察值 , , 时， , , )为

的点估计值。

常用的点估计方法：

    矩估计法、极大似然估计法.

(十)点估计
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1 1, ,k nk X X  设总体有 个未知参数 ,..., , 是样本：

1( ) ( , , ), 1, , .i
i i kE X h i

k
k

k
     

(1)求总体前 阶矩关于 个参数的函数,

1. 矩估计法：

1( , , ), 1, ,i i k

k
g i k    

(2)解出各参数关于前 阶矩的反函数

1

1

1
ˆ ( ,

,

, , , .

,

) 1i i

k

k

k

A A

g A A i k

 

   






(3)以样本各阶原点矩 , , 分别代

，

替总体各阶

原点矩 ，得各参数的矩估计
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注：

特别地，用样本二阶中心矩来估计总体方差.
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 1 21. , , , k    ：未知参数可能不是一个,设为说明 ；

   
 

2.

ln

lnL

L

L 



求 的最大值时,可转换为求 的最大值，

称为对数似然函数.

   3.
  

i iL   若 关于某个 是单调增 减 函数,则 的

极大似然估计在其边界取得；

 

 
ˆ4.

ˆ .   

g

g

  



若 是 的极大似然估计,则 的极大似然

估计为



   

四条评价准则：

(1)无偏性准则

(2)有效性准则

(3)均方误差准则

(4)相合性准则

74
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 

 
1 2

ˆ ˆ , ,
ˆ

,

ˆ

,

, nX X

E

X  















    

若参数 的估计量 满足

则

  

称 是 的一个      无偏估计量.

 ˆ ˆlim ,
n

E    


若 则称 渐近无偏是 的 估计量.

1.无偏性准则



2.有效性准则

76

   
2

1

2

1

2

1

ˆ ˆ,

,

ˆ ˆ

ˆ ˆVar Var

  







 







 



设 是 的两个 估计，

如果 对一切 成立

且不等号至少对某一 成立,则称

比 有效.

无偏
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3.均方误差准则

ˆ ˆ( ) ( ).ˆ Mse Var   若 是 的无偏估计,则有

2ˆ ˆ[ ( )

ˆ

( ) ˆ .E Mse 

 

 

 设 是参数 的点估计,方差存在,则称

是估计量 的均方误差,记为]

2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) [ ( ) ] .Mse Var E     



4.相合性准则
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 ˆ0, lim 0nn
P   


    即 有 成立.

n̂  相合估则称 为 的 或计量 一致估计量.

 

 

1

1

ˆ

ˆ

,
,

,

,

,

n

P
nX

X X
n

X

 


 
  








设 为参数 的估计量，

若对于任意 当 时，
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 
 

; ,

0 1 ,

X F x  

  

设总体 的分布函数 未知.对给定

值 有两个统计量

       
      

1

1

1

1, , , , 1

, , , ,L L U

Un

U

L

n

n

n

P X X

X X X

X

X

X

  

  



 

 

 

 

 

 ， ，使得：

  
 

, 1L U

L U

   

 

 双侧置信区间

双

称 是 的 为 的

侧置信下限

置信水

双

平

侧

；

和 分别为 和 置信上限.

(十一)置信区间
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 1
ˆ ( , , , ˆ) 1

1
LL nP X X  







 



    如果 则称 是

参数 的置信水平为 的单侧置信下限.

 1
ˆ ( , , ) ˆ

1

1 ,U n UP X X   

 

   



  如果 则称 是

参数 的置信水平为 的单侧置信上限.



1. 单个正态总体参数的区间估计

 2
1 2

2

~ , , , ,

1 . 

nX N X X X

X S

 



设总体 ， 为样本.

和 分别为样本均值和样本方差.

置信水平为



 1  2 已知时
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X z
n 
单侧置信下限为

X z
n 
+单侧置信上限为

/2 /2, )( z X
n n

X z 





的双侧置信区间为 

   



2 2( 1), ( 1)S SX t n X t n
n n 



     
 

的双侧置信区间为：

( 1)SX t n
n  单侧置信下限为

( 1)SX t n
n  +单侧置信上限为

83

 2  2 未知时
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 
 

 
 

2 2

2 2
2 1 2

1 1
,

1 1
n S n S
n n   

  
   

双侧置信区间为： 

 
 

2

2

1
1

n S
n



单侧置信下限为：  

 
 

2

2
1

1
1

n S
n 




单侧置信上限为：  

(3).  2  方差 的置信区间



   
   

1 21 1

2 2
1 1 2 2

2 2
1 2

, , , ,

, , ,

, ; ,
1 .

.  

n nX X Y Y

N N

X Y S S

   



 设样本 和 分别来自总体

和 并且它们相互独立.

样本均值分别为 样本方差分别为

置信水平为 

2. 两个正态总体参数的区间估计
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 1 ,2 2
1 2   已知时

 
2 2
1 2

2 1

2

2

1

X Y z n n


 

 
  



  
 

的双侧置信区间：

   

 
2 2
1 2

1 2
X Y z n n

 
  单侧置信下限：

 
2 2
1 2

1 2
X Y z n n

 
 +单侧置信上限：
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   1 2
2 1

1

2

2

1 12 wX Y t n n S n n

 

      
 

的双侧置信区间：

   

 1 2
1 2

1 12 wX Y t n n S n n    单侧置信下限：

  2 2
1 22    未知

 1 2
1 2

1 12 wX Y t n n S n n   +单侧置信下限：



   
2 2
1 1
2 2

1 2 1 22 2 1
2 2

1 1,
1, 1 1, 1

S S
F n n F n nS S 

 
 

    
 

       

双侧置信区间为： 

2
1
2
2

(3). 


  的置信区间

 
2
1
2

1 22

1
1, 1

S
F n nS   

单侧置信下限： 

 
2
1
2

1 1 22

1
1, 1

S
F n nS   

单侧置信上限： 



注意区分是成对数据还是两正态总体数据

1 1

1
2

( , ), ,( , ).

( , )

n

i i n

D D

n

iD
X Y X Y

X Y D D
N  

  
如果是成对数据 先令

可以将 看成

的样本

, , , 来自同

一正态总体 相,且

.然后再做区

互独

立 间估计.

2

1

/2

1

1, ( )1

( 1)( )D

D

n

D i
i

S
n

D t n

D X Y S D Dn



 





 



 



 

      

例如 的置信水平为 的双侧置信区间为

其中
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(十二)假设检验

0 1H H





Neyman
        -Pearson

假设检验的过程：(利用拒绝域）

 1. 提出假设（原假设 备择假设 ）

 2. 提出检验统计量和拒绝域形式

 3. 在给定显著性水平 下，根据

原则求出拒绝域的临界值

 4. 根据实际样本观测值作出判断
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0 1

_P
H H

P
P 







假设检验的过程：（利用 值）

 1. 提出假设（原假设 备择假设 ）

 2. 提出检验统计量和拒绝域形式

 3'.计算检验统计量的观测值与 值；

 4'.根据 值和显著性水平 ，作出判断.

P
P












（若 ，则拒绝原假设；

若 ，则接受原假设）
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I
II

两类错误：

 第 类错误：拒绝真实的原假设

 第 类错误：接受错误的原假设


I

II
首先控制犯第 类错误的概率不超过显著性

水平 ，再寻找检验，使得犯第

Neyman-Pear

类错误的

概率尽

s

可

on原则：

能小. 



关于总体参数 的假设：

0 1 0 (H H    0： ：， 左边检验）

0 1 0H H    0： ：， （右边检验）

0 1 0H H    0： ：， （双边检验）



_P
H h

值计算：

(设检验统计量为 ，检验统计量的观测值为 ）

0( | ), _ 2min( ,1 )p P H h P p p     
1.若检验统计量太大或太小时拒绝，

  令 则

0_ ( | )P P H h    
2.若检验统计量太小时拒绝，

  则

0_ ( | )P P H h    
3.若检验统计量太大时拒绝，

  则



1. 单个正态总体参数的假设检验

 2
1 2

2

~ , , , ,

.

nX N X X X

X S

 

 

设总体 ， 为样本.

和 分别为样本均值和样本方差.

显著性水平为



0
0 (0,1)

/
XZ N

n
 




 当 ＝ 时，

2
(1 Z  检验法）（） 已知检验

0 1 01 : :H H     0（）

2| |Z z 拒绝域：

0 1 0(2) : :H H     0

Z z 拒绝域：

0 1 0(3) : , :H H    0

Z z 拒绝域： 

2
Z 2

Z 

2


2


Z

1  

1 

Z

0
0 ,xz

n







 
0 0 0| | | | 2(1 (| |)).P P Z z z     

 
0 0 01 ( )P P Z z z     

 
0 0 0( )P P Z z z     



0
0 ( 1)

/
Xt t n
S n

  
  当 ＝ 时，

0 1 01 : :H H     0（）

2| | ( 1)t t n 拒绝域： 

0 1 0(2) : :H H     0

( 1)t t n 拒绝域： 

0 1 0(3) : , :H H    0

( 1)t t n  拒绝域： 

2
( 1 )t n 

2
( 1 )t n 

2


2


( 1)t n 

1  

1 

( 1)t n 

22  （ ） 未知检验 (t检验法）

0
0 ,

/
xt
s n




 
0 0 0| | | | 2 ( ( 1) | |).P P t t P t n t      

 
0 0 0( ( 1) )P P t t P t n t      

 
0 0 0( ( 1) )P P t t P t n t      



   2 2
2

2 2
0 2

0

1
~ 1

n S
n 





当 ＝＝ 时，

2 2 2 2
0 1 01 : :H H     0（）

2 2 2 2
1 2 2( 1) ( 1)n n       或拒绝域：

2 2 2 2
0 1 0(2) : :H H     0

2 2 ( 1)n  拒绝域：  

2 2 2 2
0 1 0(3) : :H H     0

2 2
1 ( 1)n   拒绝域：

23  （ ） 未 知 检 验 2( 检验法）

2
1 ( 1)n  



2
1 2

( 1)n




2


1 

2

2
( 1)n 

2


1 

2 ( 1)n 



1 



   
   

1 21 1

2 2
1 1 2 2

2 2
1 2

, , , ,

, , ,

, ; ,
1 .

.  

n nX X Y Y

N N

X Y S S

   



 设样本 和 分别来自总体

和 并且它们相互独立.

样本均值分别为 样本方差分别为

置信水平为 

2. 两个正态总体参数的假设检验

注意区分是成对数据还是两正态总体数据



2 21

1

1

2

2

2

(0,1)X YZ N

n n




 


  
 



当 - = 时，

2 2
1 2 1 2 ((1) , Z    检验法）已知检验

1 21 :H    0（）

2| |Z z 拒绝域：

1 2(2) :H    0

Z z 拒绝域：

1 2(3) :H    0

Z z 拒绝域： 

2
Z 2

Z 

2


2


Z

1  

1 

Z



1 2 1 2

1 2

( 2)
1 1

w

X Yt t n n
S

n n

    
   


当 - = 时,

2 1 2| | ( 2)t t n n  拒绝域： 

1 2(2) :H    0

1 2( 2)t t n n  拒绝域： 

1 2( 2)t t n n   拒绝域： 

1 2
2

( 2 )t n n  1 2
2

( 2 )t n n  

2


2


1 2( 2)t n n  

1  

1 

1 2( 2)t n n  

2 2
1 2 1 2(2)    未知检验 (t检验法）

1 21 :H    0（）

1 2(3) :H    0



2
1

1 2
2 2
1 2 2

2

~ ( 1, 1)SF F n n
S

   当 ＝ 时， ＝

2 2 2 2
0 1 2 1 1 21 : :H H     （）

1 2 1 2 2 1 2( 1, 1) ( 1, 1)F F n n F F n n      或

2 2 2 2
1 2 1 1 2(2) : :H H     0

1 2( 1, 1)F F n n  拒绝域：

2 2 2 2
1 2 1 1 2(3) : :H H     0

1 1 2( 1, 1)F F n n  拒绝域：

2 2
1, 2 1 2(3) /   未知检验 (F检验法）

1 21 2
( 1, 1)F n n

 

2


1 

1 2
2

( 1, 1)F n n  

2


1 

1 2( 1, 1)F n n  



1 1 2( 1, 1)F n n  


1 

拒绝域：


